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on die 

vricnngBten . . ..iRen aer iranxtionen nna ibre Uarslellung dnrch 
Beiben und bestimmte Integrale besprocbou. 

V. Pünktionentafeln mit Formeln und Kurven. Von Dr. E. J a h n k o, 
Prof. an der Kgl. ßergakadcmio Berlin, und F. Emde, Prof. 
i. Clausthal i. Harz. gr. 8. 1909. In Leinwand geb. M 6. — 

In dam vorliegenden Work findet man dai bisher schwer aagitngliche 
Tafelniaterial fdr eine ganze Belhe Ton Transzendenten, wie Hyperbel- 
fonktionen, Sinus- und Cosinusintegral, lutegrallogaritlmua, Qamma- 
fiinktion, Fehlorintegral, Fresnelsche Integrale, elliptiiohe Integrale und 
Funktionen, Kngelfonktioneu und Besseltoho I-^uiktionen, vermehrt um 
eine Beihe nenbereohneter Tafeln, die sich vomehmlloh auf die Bessol- 
■ohen Funktionen beziehen. 8&mtliche Tafeln sind in Kurven umgesetzt 
worden. Auch die notwendigsten Formeln sind beigegeben worden. 
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VI. 1 n. 2. DieVektoranalysis a. ihre An Wendungen indertheoreti- 
ßchen Physik. Von Dr. W. Ignatowgky in Berlin. 
2 Teile. 1. Teil: Die Voktoranalysia. 8. 1909. — II. Teil: 
Anwendung der VektoranalyBia in der theoretischen Physik'. 
8. 1910. Steif geh. je 2.60, geb. je JC 3.— 

Der erste Teil onth&It dio Yektorknalysls Ton einem einheitlichen > 
Standpunkte am betrachtet, dor zweite dio D&r«tt>l]ung einiger 6ebi<<to 
der thcnrotiachen Physik mit ITilfo der Voktoranalysia. Ilior finden sich 
Kapitol über die Mechanik diskreter Masscnpunkto, starrer, olastischor 
tind flüssiger Körper. Zum Schlüsse wird noch dio MaxwoU>Hertzsch« 
Kloktrodyoamik und die Kristalloptik boliandcit. 

VII. Die Theorie der Kräftepläne. Von Dr. IT. E. Tiraerding, 
Professor an der Technischen Hochschule in Brannschwcig. 
8. 1910. Steif geh. ^iC 2.60, in Leinwand geb. M 3.— 

Der Verfasser bat Innerhalb der Methoden der elementaren Btatik ein 
Kingohen auf alle prinzipiellen Fragen und eine möglichst Tollst&ndigo 
Berücksiohtignng der vielen einschlUgigen Untersuchungen angestrebt. 

Vni. Mathematische Theorie d. astronomischen Finsternisse. Von 
Dr. P. Schwahn, Direktor der Gesellschaft und Sternwarte 
„Urania" in Berlin. 8. 1910. Steif geh. v<C 8.20, geb. J(f 3.60. 

Da* Buch setzt die Kenntnis der sphäriaclion Astronomie Torans and 
behandelt in klarer nnd anschnnlicher 'Wels« dio Theorie und Berechnung 
der Mondfinsternisse, Planeten^ afinstemisse nnd Stern- 

bedeckungon- lusb« «'^in l' ro i&t aio \ ra .-. v:ti:niinung der Sonnenfinster- 
nisse und ihrer S -keitsgrenxen nach Bessels eleganter Mothodn 
eingehend dargestellt wurden. Die theoretischen Erörterungen sind stet« 
▼on praktischeu Bechnungen begleitet. 

IX. Die Determinanten. Von Geh. Hofrat Dr. E. Netto, Prof. an 
der Univ. Gießen. 8. 1910. Steif geh. JC 8.20, geb. J^f 3.60 

Eine allgemeinverst&ndliche kurze Einfnhrang an Hand einfacher Fülle. 

X. Einführnng in die kinetische Theorie d. Gase. Von Dr. A. Byk, 
Professor an der Universität und Technischen Hochschule 
Berlin. In 2 Teilen. I. Teil: Die idealen Gase. 8. 1910. 
Steif geh. ^2.80, geb. M 8.20. — II. Teil. (In Vorbereitung.) 

Das Bti '-hte eine Mittelstellung zwischen den großen Werken 

fiber Gastlx nd den gan« knrron Darstellungen des Gegenstände« 

üion. iier vorliegende • '^handelt die idealen einatomigen 

(.,1». und ist soweit in sich ai ^ .. .11. 

XI. Ornndzüge der mathemat.-phjsikalischen Aknstik. Von Prof. 
Dr. A. Ealllhne, Professor an der Technischen Hochschule 
Danzig. In zwei Teilen. I. Teil. 8. 1910. Steif geh. 

3.20, geb. 3.60. H. Teil. 8. 1913. Steif geh. u. geb. 

Der erste Band br|ian<1elt nach einem einleitenden Kapitel Uber 
Schwingungen und \N lo harmonische Analyse durch Fotnriersche 

T . '1 i"! " iiiikalischo (i r = n; - ' Tonboreichs und die SchTv;- ]• f,-»- 
'achen Ma«s< <ier aus mehreren Masst- . n 

' ppelten" no. iJor zweite Teil enthält die wjch- 

; . , . aus de . ingongstheorio der elastischen Körper. 

Xil. Die Theorie der Wechselströme. VonDr.E.Orlich,Prof. a. d. 
Techn.Hochsch.Charlottenbg. 8. 1911. Geh. Jf2.4(),geb. 

Da? Bnch bebandelt die Terschiedencn Methoden der ' matischen 
Darstellung dor Wechselströme und im besonderen diu . > n, bis zu 
denen diese Darstellungen als genau anentt»hen sind. K« euthhlt also ge- 
wissermaßen eine Theorie der einfach periodischen FunVHnnon unter 
dem Gesichtswinkel der praktinchen Probleme der Wi römo und 

mit Anwendungen auf diese. 



XIII. Theorie der elliptischen Punktionen. Von Dr. Martin 
Krause, Profeasor an der Techn. Hochschule zu Drefiden. 
Unt€r Mitwirkung von Dr. Emil Naetsch, Professor an 
der Techn. Uochschule zu Dresden. 8. 1912. Geh. JC 3.60, 
geb. JC 4.— 

Dm Werk onthkll eine kun gef^fite Theorie derjenigen TeUa der 
elliptiicben Transzendenten, die far die Anvrondnncr'-ti von bOtondercr 
Bedeatung sind. 

XIV. Konforme Abbildung. Von Dr. L. Lewent, weil. Oberlehrer 
hl BcrUn. Herausgegeben von Dr. Eugen Jahnke, ord. 
r rin ']^r Kgl. ifergakad. Berlin. Mit einem Beitrag von 
1 , . . Dr. W. Blaschko in Greifswald. 8. 1912. Geh. 
JC 2.80, geb. JC 8.20. 

Die Schrift aoll die Kluft flberbraeken helfen, die noch immer 
switohen der rduen und augewandten Mathematik giihnt Ton Uerm 
lUaRchke stammt die Darstellung der konformen Abbildung durch elliptische 
Fuuktionon. 

XV. Mathematiprhe Instrumente. Von Dr. A. Galle, Profcfpnr 
am Kgl. ' tisch. Inatitut in Potsdam. 8. 1912. ' 

4.40, geb. JC 4.80. 

Aufior in den ensykluji.iUijcueu DaruloUungon fohlte bei uns in 
Deutschland noch immer eine zasammonfaMonde Daratellung der nament- 
lich in neuerer Zeit in f^roßer Zahl konstruierten mathematischen In- 
strumente. Die vorliegende H*«arhpitnnu' Ist bos?inimt, fliese Ltli.ke in 
unserer Literatur auszufüllen 

XVI. Dispersion nnd Absorption des Lichtes in ruhenden isotropen 
Körpern. Theorie und ihre Folgerungen. Von Dr. D. A. Gol d- 
hammer, Professor an der rnivor^^itrit Kn?an. 8. 1912. 
Geh. ^fC 3.G0, geb. .IC 4.— 

Das Buch hat den Zweck, den Losem, besonders auch den Studieren- 
den, eine möglichst einfache und klare Darlegung des modernen Standes 
der Theorie der Dispersion und Absorption dc^ Lichtes in den isotropen 
ruhondcn KOrporn ru geben. Die Kesultate der Theorie sind an mehreren 
Zahlonbeiepielon in Form der Tabellen und Kurven erläutert, die teils 
•chcmatisch, teila aus den ncueeten Arboiton Ober die Dispersion und 
Absorption des Lichtes entnommen sind. 

XVII. Technische Hydromechanik. 2 Teile. Von Dr. R. v. Mises, 
Professor an der Universität Straßburg i. Eis. 8. 1913. 

Das vorliegende Buch will vor allem die Kenntnisse vermitteln, deren der 
Ingenieur bei AusfUhmng selbständiger Arbeiten bedarf. Ks ist daher neben 
dem Streben nach begrifflicher Klarheit difs Hau]itangenmerk auf 
Bereitstellung eines zuverlässigen Zahlenmaterials gerlohtet gewesen. 
Es werden behandelt : Grundlagen d. Hydromechanik- Die gleichförmige 
Strömung in Rohrlottungou, die Stauthoorie sowie Rinselfragen unter An- 
wendung von uüucn noch wenig bekannten Exporimetaluntersuchungen. 

in Vorbereitung befinden sich folgende Bände: 



Die Kanduertaufgaben In der theo- 
retisclieD I hyslk. Von P. Debye. 

Potentlaltlieorie. Von R. Gans. 

SrhwingnngKprobl. V. E.Gr üneisen. 

Fefltlßkeitsjirnblemederinoderneu Ma- 
Brlnnr'iti'hfiik VonTh.v. Karm an. 

The . Von F. Krüger. 

EinTührung in die ElastiiitXthUievrIe. 
(2 Teile.) Von R. Marcolongo. 

Die Sammlung 



Die StreuiiBg des TranHrnrtnators. 
Von W. Rogowski 

Die partiellen Differentlalgleichangen. 
Von R. Rothe. 

Die Theorie der Ionisation der Gase. 
(2 Teile.) Von G. RAmelin. 

AaigewShlte Sp.mnung.sprAblenie 
des Baningeniear». Von A. 
T i m p e. 

wird fortgesetzt 
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YOfiWOßT ZUM ZWEITEN TEIL, 



Der vorliegende zweite Teil der mRiueuiatisch-pbysiknlisi heu 
Akustik enthält die Theorie der Schwingungen elastischer Körper, 
die ja den eigentlichen Gegenstand der Akustik bilden. Wegen 
der notwendigen Beschränkung des Umfaoges konnte natürlich nur 
ein Ausschnitt aus der Theorie gegeben werden. Daher mußten 
manche interessanten Teile ganz bei Seite gelassen, andere konnten 
nur gestreift werden. Ich habe es aber nach Möglichkeit vermieden, 
Gebiete zu betreten, die nicht genauer behandelt werden konnten. 
Denn eine nor oberflächliche Besprechung wie in populären Dar- 
stellui^en oder eine ganz kurse, nur dem Fachmann verstSnd- 
Uche Mitteilung der Bechnungsergebnisse, wie sie in HaudbtLchem 
und Enzyklopädien erforderlich und üblich ist, hätte dem Zweck 
dieses Buches nicht entsprochen, das ja dem mathematisch und 
physikalisch etwas geschulten Nichtfochmann eine zugleich leicht- 
verständliche und doch grtindliche Einführung in die wichtigsten 
Teile der theoretischen Akustik bieten soll. Um diesem Zweck zu 
genügen, habe ich die Darstellung der wii'klich behandelten Ge- 
biete so ausführlich gehalten, daß sie ein vollstiludiges Bild der 
Behandlung dieser und ähnlicher Probleme und eine Anleitung 
und Grundlage zum selbständigen Studium akustischer Probleme 
in größeren Werken und Originalahhandiungen zu bieten vermag. 
Aus diesem Grunde ist auch der einleitende Abschnitt aus der 
Elastizitätstheorie hinzugenommen worden, weil gerade die Be- 
handlung schwierigerer akustischer Probleme dieser Grundlage be- 
darf, in größeren Werken wie Lord Bayleighs „Theorj of 
Sound'* u. a. aber ihre Kenntnis ohne weiteres Torausgesetst wird 
und das Fehlen jeder Unterstützung nach dieser Richtung hin 
häufig stört. 

Von den Gebieten, die ursprünglich ebenfalls behandelt werden 
sollten, konnte der ganze Abschnitt über KombinationstSne, Va- 

!• 
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riationstöne usw. wegfallen, da ia dem inzwischen erschienenen 
Buche von E. Waetzmann „Die Resonanztheorie des Hörens^^ 
dies Gebiet eine ziemlich ausführliche, dem heutigen Stand der 
Forschiuig entsprecshende Darstellung erfahren hat. Leider aber 
mnfiten wegen Baummangels anch andere Teile weggelassen wer- 
den, z. B. die Theorie der Sehwingnngan Ton Stäben mit Terftnder- 
liohem Querschnitt, die Theorie der Resonatoren sowohl nach 
Helmholtz als aueh nach Eirchhoff und Lord BayleigK und 
manches andere. Da das Buch aber kein Lehrbuch oder umfassen- 
des Handbuch sein soll, so hoffe ich, daß es trotz dieser Lücken 
seinen Zweck erfftllen und eine gute Aufnahme finden wird. 

Der Verlagsbuchhandlung gebflhrt fHat die schnelle Druck- 
legung des umfangreicher als geplant ausgefallenen Werkes und 
seine reiche Ausstattung mit Figuren der Dank des Verfassers. 

Olita bei Daniig, iL KALJLHNE. 

Juli 1913. 
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DBÜCKFEHLBB-BEEICHTIÖÜNG. 

In Band I muß es heißen: 
Auf Sdto 28, Z. 12 V. o. cgi statt cc, ^, . 



61, Z. 1 V. o. — , — ttoit 

4 ii 



n 



tt 



II it 



„ „ 54, Z. 2 V. 0. (32) statt (83). 

„ „ 67, in den Kolumnenköpfen der Tabelle muß es heißen (87a) 

statt (38 aV 

■ „ „ 68, Z. 12 V. 0. (37) statt (39). 

u ,f 74, Z. 4. 0. nnd in Qleiehnng (10) ist zu setsen 6 staH 9, 

„ „ 89, Z. 10 V. 0. „. . . 80 steigt J von statt „...so 

steigt ./ von Null . . 

„ 107, Z. 11 V o in Gleichung (») bezw. ^, USW. statt 

bezw. usw. 

„ 108, Z. 1. V. u hinter den Worten Koppel nn^koefldsient ist 
einzusciialten: „oder Kox)pelung8parameter*^ 

119, hinter Gleichung (35) ist einEuschalten: „Die Dämpfung 
beider Schwinpangen ist dieselbe, nämlioh gleich der- 
jenigen der ungekoppelten Schwingungen 

in JLiaud 11 liiuB es heißen: 

Auf Seite 90, in Gldchnng (2SX (29) nnd in Fnßnote 2) — ~ statt |^ . 

</t et 

„ „ 91, Z. 2 7. u. statt , 

„ „ 91, in Gleichung (30) — ^ statt |^ • 

et et 

91, in Gleichung (31) ist als untere Int^pmtion^frenfte 
statt p zu setsen und eineufSgen: „p^ ist ein beliebiger 
als Normalwert gewählter Druckes 

96, in Gleichung (41) und (42) ist — u,. statt u,. und 
jtatt va setzen, oder es sind die Yorseichen der rech« 
ten Seiten umzukehren. 
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Auf Seite 909, Z. 80 o. da« Wort ^^ttelieiide** ist sa stseiehen. 

„ „ 204, Z. 1 V. 0. „ . . . stationäre Wellen von einer noch unbe- 
kaanten ZwiBchenform^^ statt „ . . . ttelieiide Well^S 

„ „ 2Gü, Z. o V. 0. y a= W* cos 2 7t A t + W**6'm 2 ti Nt statt 
W — W. 

„ „ 21Ö, Z. 1 und 13 V. o. d»8 Wort „stehende" ist zu streichen. 

„ f, 218, Z. i V. 0. „einfache stehende Sinusform^ statt „einlache 

Sinust'orm''. 

„ „ 217, Z. 10 V. o. hinter „Mmima'' ist einzuschalten: „d.h. die 
Werte Null". 

„ „ 217, Z. 14 und 15 v. o. „ . . . dagegen einen besondere kleinen 
Wert . . /* statt „ . . . ein Minimum nimmt einen beson- 
ders kleinen Wert an . . 

„ „ 217, Z. 21 V. o. hinter „Maxima und Minima'' ist „(Extrem- 
werte)" einzuschalten. 
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I. Abschnitt. 



QnuidlageE aus der Elastizitätstheorie. 

1. Kapitel. 

Kinematik der elastisclien Kdrper. 

1. Allgemeine imd lineare (homogene) Deformation. Die 
SchwingaDgen, welche man als Schall wahmimmtf verdanken ihren 
Ursprung den elastischen Eigenschaften der Körper; ihre Form und 
ihre Ausbreitung als Wellen wird durch sie bedingt. Zum Ver- 
ständnis ihrer Theorie ist die Kenntnis der Grundlagen der Ela- 
stizitätslehre und Hydrodynamik erforderUch Diese Kenntnis wird 
vorausgesetzt. Die wichtigsten B^zieh^ingen und Formeln derselben 
sind in diesem einleitenden Abschnitt zusammengestellt, zum Teil 
ohne Beweis. 

Es wird angenommen, daß die Materie den Raum stetig (kon- 
tinuierlich) erfüllt. Irgendeine Lageänderung der Massenteilchen 
(Punkte) des betrachteten Körpers heißt Deformation im wei- 
testen Sinne. Dazu erehören als spezielle Fälle auch reine Lage- 
änderungen. die der Körper als Ganzes, als starrer Körper, erfahrt, 
also Translation (Verschiebung) und Botatioji (Drehung) 
ohne Foirnftaderung. Die allgemeinste Deformation setzt sieh aus 
diesen beiden und aus Tolumen- und Formänderungen zu- 
sammen, bei denen sieb die relatiTen Lagen und Dntfernnngen 
der Massenpnnkte gegeneinander ändern. Für die akustiseben 
Schwingungen kommen im wesentlicben nur die Form- und To* 
lumenftnderungen in Betraebt, die man unter dem Namen 
Forminderung zusammenfassen kann. 

Ein Massenpunkt m des Körpers, den man sich etwa als Schwer* 
punkt oder Mittelpunkt eines Kaumelementes des Körpers zu denken 
hat, habe, auf ein rechtwinkliges kartesisches Koordinatensjstem 
Xy tfy z bezogen, vor der Deformation die Koordinaten nach 
der Deformation die Koordinaten x\ y\ »\ Diese letzteren sind 
offenbar Funktionen der Koordinaten Xy g desselben Massea- 
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punktes vor der Deformation, also Funktionen Ton todaft 
man etwa setzen kann 

(1) st^fp{x,f,$)\ e^Hf{x,$f,g), 

Die Funktionen 9), t/; hängen natürlidi bei BewegungSTorgängen 
auch noch toh der Zeit ab; sie kGnneii im flbrigen gans beliebige 
Form haben, wenn sie nur stetig sind. Eine ganz speziellef theo- 
retisch .wiehtige Deformation erhält man, wenn 9, lineare 
Funktionen yon jC, 0 sind, nämlich die lineare oder homo- 
gene Deformation 

(2) y^b^x + d,y + djjp — b^x H- (1 + ey)y + b^e 

oder anders gesckriebea 

(«1— l)a? H- «ly + M — c,« H- a,y H- V 

«y = ft^x + (6g — 1)!/ + = 61 a; + Cy + &8« 

wenn man die Yerschiebnngen (Verrttcknngen) der Teilchen 
einführt 

(4) u^=x'—x^ v^'^tf'—tf, u,^e'—g 

und 

setzt. Jenachdem z absolute (auf ein ff^stes Koordinatensystem 
bezogene) oder relative (auf ein bewegliches System bezogene) Ko- 
ordinaten sind, sind auch die u^, absolute oder relative Yer^ 
Schiebungen. 

2. Die unendlioh kleine Deformation näherungsiwttiBe 
eine lineare Deformation. Auf diese lineare Deformation re- 
duziert sich die allgemeine Deformation (l) in erster Näherung 
immer, wenn man mir die nächste Umgebung des Koordinaten- 
anfaugspunktes betrachtet^). Man kann dann nämlich die Funk- 



1) bzw. die nächste T nirrf lnini: i rireiidciiies beliebig gewählten 
ir'uukteä des Körpern, da man jeden l'unkt zum Koordinateuanfangs- 
punkt machen kannj x^y^ z sind 'immer die relativen Koordinaten 
des Tariablen Punktes, bezogen auf diesen Bezugspunkt. 
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3 



tionen q>j ^ ntich dem Mac Laurinschen bzw. dem Tayloiseheit 
Satze in Potenzreihen entwickeln, die nach Poteasen TOn fß^ M 
fortschreiten. Yemachlässigt man die quadiatischen und höheren 
Glieder der Reihenentwioklimg, so erhalt man 



(«) 



bsw. 



(7) 



9tf 



dUy dUy CUy 



i 



indem man die Differentialqaotienten ^ usw. durch die mit ihnen 

gleichbedeutenden ^-^ usw. ersetzt. 

Durch Vergleichung von (6) bzw. (7) mit (2) bzw. (3) ergibt 
sich die Bedeutung dieser Diflferentialquotienten der Y erschiebongen. 
Sie sind die Dehnungs* und Schemngskoeffizienten 



(8) 



du. 



du,_ 



'St 



Die näherungs weise Zuräckführung jeder beliebigen Deformation 
auf die linr ai o ist nur bei Beschränkung auf unendlich kleine Ge- 
biete in der Umgebung des Bezugspunktes möglich, >vobei natür- 
lich auch die Verscbiel)uiigen u, selbst tinendlich klein 
bleiben. Diese Beschränkung ist aber für die Elastizitätstheorie 
kein wesentliches Hindernis, denn erf^ningsgemäß wirken die ela- 
stischen Krifte als Molekularkrafte nur in Tcrschwindend kleinen 
Entfernungen und hängen ihrerseits auch nur von dem Pefor- 
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maidonszuBtand der uxunittelbareii ümgeboDg ab. Dieser kann 
aber naeh dem Geoagten immer alB ein ^earer angesehen werden, 
woraus sieb die Wichtigkeit der linearen Deformation fftr die Theorie 

ergibt. Der Deformationszustand der ferner gelegenen Teile kommt 
dabei nicht in Betracht; er kann beliebig sein und ist es bei Be- 
wegungsproblemen, insbesondere bei Schwingungen stets. 

8. Zerlegung der Uneaien Deformation in DehnungeiL 
und Sehemngen. Die lineare Deformation (3) bzw. (7) besteht 
ans neun Ein^elgliedem, den drei linearen Dehnungen e^x^ 
^w^» ^»^ sechs durch die übrigen Glieder dar- 

gestellten Scherungen. Diese neun Teildeformationen können na- 
türlich auch einzeln oder in beliebigen Verbindungen vorkommen. 

Bei einer linearen Dehnunj^, z. B. 
* * u^=c^T, ivprden alle zu der betreÖenden 

Koordinatenachse senkrechten Ebenen des 
Körpers parallel mit sich selbst verschoben 
und dabei voneinander entfernt [ positive jJeh- 
nung) oder einander genähert (negative Deh- 
nung, Kontraktion ). In Fig. 1 ist diese Ver- 
schiebung für die Ebenen x = iCj^ und x — x^ 





1 
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Fig. 1. dargestellt« 
lönew« Sahaviie. einer der sechs einfachen Sche- 

echiebnng der Ebenen ji t_ • a «i. • i 

;c=^j^imdxsx, um die ruugeu, (116 clurch cms cLcr übrigen sechs 
^^T"'\u'^^ (jlie^er von (3) dargestellt werden, werden 
* ifdUMg. " ** Koordinatenachse senkrechten 

Ebenen auch parallel mit sich selbst toi^ 
schoben, aber nicht in Richtung jener Achse, sondern senkrecht 
dazu; d. h. sie yerschieben sieh in ihrer eigenen Ebene, benach- 
barte Ebenen gleiten aneinander entlang. Z. B. stellt w^— jf 
eine Schemng dar, bei d^ alle zur ^-Achse senkrechten Ebenen 
sich in sich selbst um gewisse Strecken in der x-Richtung yer- 
schieben, die proportional dem Abstand von der Xie^-Ebene wachsen. 
In Fig. 2 ist diese Scherung dargestellt. Die Torher auf der ?/- Achse 
gelegenen Punkte , • • • liegen nachher auf der Geraden x^^ 
x^' . . die mit der y-Achse einen Winkel tf, den Scherungs- 
winkel, einschließt. Dieser gibt den Betrag der Scherung an; 
seine trigonometrische Tangente ist gleich dem betreffenden Sehe- 

mngskoeffizienten, hier also s. B. tgd«»«!}*« Bei unendlich 

kleiner tjciierung gilt d »= usw. Außer dieser einfachen Sche- 
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nmg kann man die aas zwei speziellen ein- 
&ehen Scherungen zusammengesetzte Doppel* 
scherung betrachten, die physikalisch in man- 
cher Hinsicht einfacher ist 



9i 



4. Die linBiliolie Dehnung (Dilatation), yi 



Die drei linearen Dehnungen = e^Xj •= e^y, q L 



/ 



tt^»e^jff in Richtung der KooxdinatenadhseiLoluie Vig,s. ^'^ 

SchenmffSfflieder sehen zusammen eine rftiim- ubmw «ii^!mIm 8«b*- 

1.1- ^ 1. j T\'ii.A- T\' nunr. ▼•TWJMelmiiff der 

liehe Dehnung oder Dilatation. Diese EVener r- , , 
zeichnet sich dadurch aus, daß alle auf drei T^^'^T f 'fuBw 
gewissen Achsen, den Hauptdehnungsach- in^der a^Bi^ tung^ 
sen oder Pilatationsachsen geleg-enen Teil- 
chen keine Schcrungen sondern nur OehTnins-pn f Verschiebungen in 
den Achsenriclitnngen ) erleiden, im vorlie;_rciuien Fall sind die drei 
Koordinatenachsen diese Hauptdehnungsachseu und die Haupt- 
dehnungen haben die Beträge e^, c^, e,. 

Ein Würfel mit der Kantenlänge 1, dessen Kanten den Haupt- 
dehnungsachsen parallel sind, wird dabei in ein rechtwinkliges 
Parallelepiped mit den Kanten 1 4" ^ ~f"^y» 1 + ^, umgeformt. 
Die räumliche Dilatation, d. h. die Volumenzunahme der 
Yolum^einheit, oder, anders ausgedrftekt, Volumeozunahme 
dividiert durch das ursprüngliche Tolnmen ist also^) 

(9) D = (i4-,J(n.e,)(H-ej-l. 

Für unendUeh kleine Dehnungen e^, e^^ geht dies ftber in 

(9a) D^e^ + e^ + e,, 

indeiii die beim Ausmultipliziereu der Klanimt rn aiiftrotenden 
Produkte der e^^ c^, e, als unendlich kleme GröÜen höherer Ord- 
nung wegfallen. 

Durch Einführung der Differentialquotienten der Verschiebun- 
gen für e^, ßjf, aus (8) in (9 a) erhält man die bekannte 
Formel 



indem man den Verschiebungsvektor, dessen Komponenten in den x. 



(9b) l>-^^ + ?^ + ^-*v-. 



1) Die Gleichungen (9), (9 a), (9b) gelten allgemein auch dann, 
wprm r _ e,., >\ nicht die Hauptdehnungen sind. Denn SclienniL'en 
und i^rehungen, die durch die übrigen Koeffizienten dargestellt 
werden, erfolgen ohne Volumeaänderung, 
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y, f-Riehtungen m^, u,j, tt^ sind, mit u bezeichnet und die bekannte 
Keciienoperation „Divergenz" der Vektorrechnung benutzt.^) 

5 Zerlegung der unendlich, kleinen Deformation in 
Translation, Hotation und räumliche Dehnung. Super- 
position. Man kann die lineare Deformation ( 3) bezw. (7) statt 
in 3 Dehnungen und 6 einfache Scberungen auch anders /er- 
legen, nämlich in eine Rotation fDrebung des starr gedachten 
Körpers um einen seiner Puuktej und eine räumliche Dehnung 
(Dilatation) des Körpers nach drei aufeinander senkrechten Achsen. 
Die außerdem bei der allgemeinen Deformation noch hinzukommende 
Traiialatioii ist bei der Form (3) und ( 7) der Deformation schon 
weggefallen. Die Lage der Drehungs-, und der Dehnungsachsen, 
sowie die Beträge der Drehungen und Dehnungen lassen sich aus 
den Koeffizienten von (3) bezw. (7) bereehnen. Ffir endliche De- 
fbnnationen werden aber die AusdrAcke reditumstSodlicb, sie Ter- 
einfachen sich jedodi bei unendlich Ideinen Deformationen. Die 
folgenden Gleichungen gelten im allgemeinen nnr fflr 
unendlich kleine Deformationen. 

Die allgemeine lineare Deformation (3) bezw. (7) — ohne Trans* 
lation — geht in eine blofie Rotation ttber» wenn sswischen den 
Koeffizienten a^, a^... gewisse Beziehungen bestehen, nftmlieh 
wenn sie sich in der Form darstellen l&ßt 



(10) 



y 

Der Index r bedeutet, daß die Verschiebungen Rotationen sind. 

0^, ®, sind die unendlich kleinen Drehun^swinkel um die 
drei Achsen u., ^, aus denen sich die Gesamtdrehung 

zusammensetzt. Die Richtung der resultierenden Drehungsachse 

wird durch die drei ßichtungskosinusse , , ^' bestimmt. 

Die Drehung 0 setzt sich nach denselben Gesetzen wie Geschwin- 
digkeit, Kraft und andere Vektoren -ni" den Komponenten zu» 
sammen, sie ist selbst ein Vektor und zwar ein Wirbelvektor. 
Die Gleichungen (3) bezw. (7) bedeuten ejne bloße räum- 

1) Vgl. T. Ign&to wsky, Yektoranaljsis; diese Sammlung Bd. 71,1« 
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Einige UrteUe Uber die früheren Jaiirgänge. 
tlBtiffielitsbUlter fir Matheaatili vA Natwwiumehaltei: 

4 

M . . . Die erstatinliclie Fülle des Stoffes, die Mir anf wgom 

Hanm, aber sehr übersichtlich zusammengestellt ist, macbt das Werk 
za einem Nachscblagebuch , da» jedem Fachgeuoescn auf das 
allerwärmste empfohlen werden kanu/* 

Mathesii, Beeneil matMuftti^Be: 

. . . Ce prdcieux recueil ... est une rraie encyclopddie math^- 
matique et physiqtie, avec des noticoB trt'ö fioifrD(''e8 sur des points 
difäciles, dues ä des eavants ep^cialement comp^tents." 

Natarwissenschaftliche Wochenschrift : 

,, . . . Die Reichhaltigkeit und Vielseitigkeit, die sich schon beim 
Durchblättern zeigen, und die Gediegenheit des Inhalts, die sich 
dem eingehenderen Studium erechließt, machen im Verein mit der 
übernehtliehen Stoffanordnong dat Tasehenbueh m einem Orien- 
tierungsmittel ron großer Verwendbarkeit und Zuverlässigkeit; 
jedem Freunde der exakten Wiesenpcliaftf n kann daher die An- 
scbatFung des Torzüglichen Buches angelegentlich empfohlen werden." 

Natnrwlweiueliaftliclie RandaeJian: 

„ . . . Das Taschenbuch füllt eine schon oft empfundene Lücke 
ans, indem es zum ersten Male nach dem Muster rtüderer Wigsen- 
schafieiL die für Mathematiker und Physiker wichtigen Daten zu- 
ganuiieiMteUt. Diesen aind andi iiooh Angaben ans der Aeteonomie 
xmd Chemie biningefttgt.*^ 

Zeitschrift für Versich erangswesen: 

„ . . . Die Einleitung des Taschenbuches bildet eine feinsinnige 
Würdigung der Lebensarbeit des ^ßen, leider so froh Tentorbenoi 

Mathematik eis Minkowski. Einzelne flott geschriebene Artikel 
von Fach!» uteu über Bahnbestimmung der Kometen und Planeten, 
über Mengenlehre, Zahlentheorie, Integralgleichungen, NichteukU- 
diache Geometrie, Versicherungsmathematik, RelallvitfttBtheorie, 
RadioaktiTität usw. können einen Leser schon sehr gut über die 
neuesten Entwirklungcn in diesen Gebieten orientieren. Die Auf- 
nahme solcher Artikel in einem Taschenbuch ist sehr zu begrüßen 
und wird seine Beliebtheit steigern. Eine wirkliche Bereicherung 
stellt aaeh die Aufnahme der Elektrotechnik dar. Man kann nur 
wünschen, daß das Taschenbuch zu einem festen Bestandteil unserer 
periodi'^chen Literatur werde. Wer eich damit vertraut gemacht 
hat^ wird immer wieder überrascht sein von seiner Reichhaltigkeit 
und Zweckm&ßigbeit und irird es nieht mehr misaen wollen.** 
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Aus der Vorrede zum zweiten Jahrgänge 1911. 

Die bei der ersten Herausgabe dieses Werkes geäußerte An- 
nalune, 68 komme einem dringend empfundenen Bedürfnisse ent- 
gegen, bat bei Publikum mid Kritik eine volle Bestätigung ge- 
funden, und das Buch hat sich als praktisches Hilfäinittel bei 
Mathematikern, Physikern und Angehörigen verwandter Gebiete 
rasch verbreitet. Es ist das um so freudiger zu begrüßen, als, wie 
schon damals betont wnrde, ein enter Jahrgang eines derartigen 
Unternehmens naturgemäß noch ein sehr unvollkommenea Bild 
dessen gibt, was beabsichtigt und erstrebt wird. Um so eifriger 
wird nunmehr das Bestreben aller Beteiligten sein, das Buch nach 
nnd nach snf die WShe und zn der TielMitigkeit zn bringen, auf 
die seine Benutzer Anspruch erheben dürfen. 

Es hatte sich die Notv^enrlifrVeit herausgestellt, dnß in die 
Redaktion ein zweiter, mathematischer Herausgeber 'Herr 
Prof. Dr. Bot he) eintrat, der dann eine völlige Neubearbeitung 
des mathematischen Teiles in die Wege leitete. 

Aus der Vorrede zun dritten Jahrgänge 1913. 

Der vorliegende dritte Jahrgang des Taschenbuches für Mathe- 
matiker und Physiker enthält wieder mehrere nene Beitt^ge, nnd 
anch die Hauptabschnitte sind unter Weglaesnng manches älteren 
fiurt b LU'vie Einfügungen bpreirh(>rt worden. Die diesmaligen Bei- 
trage sind folgende: Friedrich Kuiilrausch (Biographie), von E. War- 
barg. — Kalender nnd Astronomie, yon 0. Knopf. — Mengenlehre, 
von G. Hessenberg. — Gruppentheorie und Galoissche Theorie der 
Gleichungen, von L. Bieberbach. — Der letzte Ferraatsche Satz, 
von Albert Fleck. — Integralgleichungen und deren Anwendungen, 
von O.Toeplits. — HehrdenUge Fonlnionen nnd Uniformisierung, 
von L. Bieberbach. — Die Internationale Mathematische Unterridits- 
kommi"-ion, von W. Lietzmann. — Analytische Mechanik, von 
H.Liebmann. — Die Quantentheorie, von A. Sommerf* Id. — Niedere 
Geodäsie, von P. Gast. — Kristallographie, von L. MUch. — All- 
gemeine Chemie, von Fr. Auerbach. 

Allee übrige ist, soweit mathematisch, von Rudolf Rothe, so- 
weit physikalisch, von Felix Auerbach, soweit literarisch oder 

Sergonell, von beiden gemeinscbaftlich bearbeitet worden. Unter 
en neuen Beiträgen findet sich diamal anch eine bistorisdie Liste 
der bedeutenden Mathematiker; eine entsprechende Liste der Thj- 
siker soll das nächste Mal folgen. 

In das InhaltsTerzeichnis sind diesmal auch die selb- 
st&ndigen Beiträge aus den früheren Jahrgängen, in 
Klammern gesetzt, aufgenommen; ebenso enthält das 
Register, wie schon im zweiten Jahrgange, anch die 
Stichworte früher behandelter Themen. 
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5. Superjjoäitioa der Translation, Rotation and ränml. Dehnung 7 



liehe Dehnung, wenn sie die Form annehmen: 

(11) My^'') = y^-y^ s^x + e^y + s^e 

V — * *f * + ««y + « • 

Sie laaeen sich nUmlich, wenn die hieraus leicht erkennbaren Be- 
ziehungen zwischen den Koeffizienten der einzelnen Schemngs- 
glieder bestehen, dun^ eine einfache Koordinatentransformation, 
und zwar eine bloße Drehung des Achsenkreuzes a:, ^, in ge* 
wisse neue Bicbtungen |, auf die einfache Form ohne 

ScfaerungBglieder zur&ckf&hren 

(12) M^=|;-5 = £4, H,^=^r];-r] =-6^1/1, u^^tj-t^s^t 

Den Beweis für die angegebene Umi'orinung findet nmn m den 
Lehrbüchern der Elastizitätstheorie und ähnlichen Weiken^j. Die 
Gleichungen (11 ) und (12) gelten übrigens nicht nur für unendlich 
kleine, sondern auch ftlr endliche Deformationen, während die Rota- 
tionsgleichungen ( 10)nur för unendlich kloiae Deformationen gelten. 

Lagert mau eine unendlich kleine Drehung nach (lOj und 
eine Dehnung nach (ll) bezw. ^12) übereinander, d. h. uuter- 
wirfl man den Körper beiden Deformationen nacheinander, indem 
man ihn erst die Drehungen tij'^\ uj''\ uj^ und dann Ton den 
so erreichten Koordinaten aus die Dehnungen uj^, u^'^\ uj^^^ aus* 
führen Iftßt, so erhält man als resultierende Deformation die all- 
gemeine (unendlich kleine) lineare Deformation (3) bezw. (7). 
Die Reihenfolge Drehung-Dehnung kann dabei ohne Änderung des 
Resultates umgekehrt werden. Dieses ein&ehe Buperpositions- 
prinzip gilt aber nur bei unendlich kleinen Vernickungen. 

Durch Vergleichung der Koeffizienten der allgemeinen Form 
(3) bezw. (7) mit der durch diese Superposition entstandenen 
Form der Deformationsgleichungen erhiüt man die Beziehungen 



(13) 



1) Vgl. z. B. auch H. Weber, Die partiellen Differentialgleichun- 
gen der math. Fhjaik II § 60 ff. 

KAltha«: Akastik n. 3 
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2. Kap. Djnamik der elftsUflohen KOzper 



Baraus ertrelten sich umgekehrt die Drehungs-, PehnuDgs- und 
Schernngsküelh/.ienten alf? Funktionen der Koettizienteu der all- 
gemeinen Form (3) l)p/.w. ( 7) 

^ 1 /duj, du,\ 1 / » d«y , ^ 

®.= »(a;-a«)=s (»»-«■)! «.- ay-*«-»' 

(14j V ^ ^ 

In der Bezeicbuungs weise der Vektorrechnung siml - ö^j., 2 0^, 
2 6/^ die Komponenten des als „liutatioa des Vektors bezeich- 
neten neuen Vektors 2&— rot ii , also 

(16) d,--i-rot,u, Öy=^rotyi«, d^-yrot,!*. 

Übrigens kommen die starren Rotationen für die Akustik nicht 
in Betracht. 

8. Kapitel. 

Dynamik der elastischen Körper. Kräfte, Bewegnngs- 
gleiebuigeii und Elasttzitätskonstaiiten, 

6. Deformiereude Kräfte und elastische Reaktionskräfte. 
Bei der linearen — sowohl der endliclien als auch der unendlich 
kleinen — Deformation wird nach Nr. 3 jede Ebene bezw. jedes 
ebene flichenelement in dem Körper sowohl in Richtung ihrer 
Normalen, d. h. senkrecht ku sidi selbst, als auch in ihrer eigenen 
Ebene d. h. parallel yerschoben. Diese Yerschiebungen werden 
von den deformierenden Kräften bewirkt, die senkrechte von der 
Normalkraft (Druck bezw. Zugkraft), die parallele von der 
Tangentialkraft oder Schernngskraft (Schubkraft). Die 
Normalkraft wirkt senkrecht zu dem Flftchenelement dei, die Tan- 
gentialkraft in der Ebene von da. Beide zusammen ergeben die 
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6. Ei&stische Kiäfte und iieaktionskrät'te. 7. Spanuuugszustaud 9 



xaflultiereiide Kraft, die im aUgemein^n schief gegen das Flächen- 
element gerichtet ist. Nur wenn keine scherenden Kräfte vor- 
handen sind, wie es hei idealen reibungslosen Flüssigkeiten und 
Gasen immer der Fall ist, reduziert sich die resultierende Kraft 
auf eine stets senkrecht wirkondo Druckkraft. 

Der Ausdruck „Kraft, welche auf eine Fläche bezw. ein Flächen- 
element wirkt" bedeutet, daß diese Kraft auf ein mit Masse er- 
fülltes Raumteilchen (Volnmenelemontj des Körpers, dessen Be- 
grenzung ganz oder zum Teil von jenem Flächeneiement gebildet 
wird, durch Vermittlung dieses Fläckeueleiiientes von dem benach- 
barten Raumteilchen ausgeübt wird. Denkt man sich den Angriffs- 
punkt dieser Kraft aus dem Raumteilchen au seine Oberfläche, 
also an das i' iäehenelement verlegt, so erhält man die als Flächen- 
kraft bezeichnete Kraft, von der hier die Rede ist. 

Ein aus dem elastischen Körper beliebig herausgeschnittenes 
Baomgebiet unterliegt an jedem seiner OberflAchenelemente einer 
Einwirkung des angrenzendien Anßengebietes, welidie man durch 
die ans Nomal- und Tangentialkraft resultierende Kraft 9^dm 
darstellt. Der Index n deutet die Nonnalenriektung des Ober- 
flftchenstilekes da an, auf welches die Erafk wirkt, und zwar soll 
n im allgemeinen die nach dem Inneren des betrachteten Raum- 
gebietes weisende Normale sein. 

Die gleiche Kraft, welche die Umgebung auf das betrachtete 
Haumelement ausübt, übt dieses rückwärts in entgegengesetzter 
Richtung als BeakUon auf die Umgebung aus. Beide Weehsel- 
wirkungskräfte zusammen ergeben den elastischen Spannungszu- 
stand in dem Körper. Dieser variiert im allgemeinen von Punkt 
zu Punkt nach Größe und Richtung. 

7. Xinatisoher Spamrangszustand. Tensortripol und 

Hauptdrüoke. Genau so wie eine Kraft als eine gerichtete Größe 
durch eind in der Richtung derselben nach dem Angriffspunkt 
hin- oder von ihm fortzielende Strecke dargestellt wird, kann 
diese Wechselwirkung, die Spannung, ebenfalls eine gerichtete 

Größe, durch zwei gleich große in entgegengesetzter Richtung von 
dem Angriffspunkt, dem Flächeneiement fZto, fort- oder zu ihm 
hinweisende Strecken dargestellt werden. Die Kraft ist ein Vektor, 
die Spannung ein Bivektor od*^r Ten«or Oröße und Richtung 
der den i'onsor darstellenden Doppelstrerke in jedem Punkt des 
Raumes gibt Größe und Richtung der dort iieirschenden Spannung 
an. Gegenüber dem durch einen einfachen Vektor darstellbaren 

2* 
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2. Kap. Dynamik der «lastUcben Körper 



Kraftfeld, z. B. einem elektrischen oder magnetischen Feld, tritt 
aber bei dem durch Tensornn darzAistellenden Spannungsfeld eine 
Komplikation auf. Der Kraftvektor stellt die Wirkung auf einen 
Punkt dar und ist an jedem Pankt des Feldes eindeutig als Funk- 
tion der Lage dieses Punktes bestimmt; der Znstand ist also an 
jedem l'unkt dur<'h drei iiestiraniungsstücke ausdiückbar. Anders 
bei dem Spaunungsleld. Der Spannungszustand au irgend einem 
Punkte, d. b. die Wirkung, welcher ein dort befindliches Fläehen- 
element unterliegt, hängt außer von seiner Lage, d. h. vom Orte, 
noch von der Orientierung des Elementes ab, die durch die ilich- 
tung seiner Normale angegeben wird. Bei diei bestimmten, zu 
einander senkrechten Orientierungen erleidet das Fischenelement 
nur senkrechten Dmok oder Zug, bei allen anderen Orientierungen 
wirkt der Druck schief gegen das Element, zerfftUt also in einen 
Normaldruck und einen Scherungsdruek. Zur vollen Charakteri- 
sierung des Spannungszustandes sind deshalb sechs Bestimmungs- 
st&cke nötig, etwä drei Winkel, welche diese ausgezeichneten Bich- 
tungen der ilfichennormale gegen die Koordinatenadisen festlegen, 
und die Werte der drei Drftcke in diesen Richtungen. Das be- 
deutet: man kann den Spannungszustand an jedem Punkt fdr jede 
Flächenrichtung durch die drei zueinander senkrechten Haupt- 
spannungen (Hauptdrücke) darstellen. Der Spannungszustand 
ist durch drei Teiltensoren, ein Tensortripel*), darstellbar. Die 
Bichtungen der Hauptdrücke sind die Hauptdruckachsen 

J>tatt von dem Tensor, der Kraft und Gegenkraft zusammen- 
faßt, kann man auch von der auf ein Flächenelement wirkenden 
Kraft allein sprechen und mit ihr rechnen, wenn man nur immer 
eingedenk bleibt, daß stets die gleich eroße Gegenkraft zugehört. 
Die Kratt ^^dai kann man wie jeden Vektor in Koinponeuteu zer- 
legen und zwar in verschiedener Weise. Anstelle der Kraft Sl^dca 
betrachten wir gleich die Kraft, welche auf die FlUelieneinhcit 
wirkt, d. h. den Druck Dieser läßt sich in den Normaldruck 

(Druckspaunaiigj und den Tangcntialdruck (Schubspaunungj 
zerlegen, welch letzterer auch noch weiter in zwei zueinander senk- 
rechte Schubspannungen %^'\mä%^" zerlegt werden kann, also z,B. 



Andererseits kann man auch in die drei Komponenten parallel 

1) Vgl. hierzu v. Ignatowsky, Vektoraual^ sis, diese Sammlung 



(1) 



Bd. VI, 1 and VI, t. 
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8. Tensor komponenten und Bewegungsgleichungen H 



den Koordinatenaclisen 0 zarlegeii 

(2) 9^*^M,*+Vn* + 8n* 

oder mit Einftthnuig der BichtuQgskoemnflse für die Winkel 
Zwilchen den Komponenten und der resultierenden Bichtung, 

X 

nämlich cos {x^ St^) = — usw. 

(3) ^ cos (x, + % cos (y, J + 3„ cos (r, Hj. 

8. Die Tensorkomponenten und Bewegungsgleiohungen. 

Nun wird in der Elastizitätstheorie gezeigt, daß sich jeder dieser 
drei Drücke i'^, f),^ 3„ ^'•^s Resultierende von jo drei Kümpoiior^teii 
i'^, i\; ^^)_,, 3^, 3, darstellen läßt, (iie zusammen 

die nenn \r/Ay. sechs (vgl. unten ) Komponenten des Tensors ^, der 
elastischen Spannung sind. Es sind das die Bruck- und Schuh- 
bpannungen in Richtung der Achsen welche auf senkrecht 

zu diesen Achsen gelegene Fläcbenelemeute wirken. Die gießen 
Buchstaben gehen die Richtung dor betreffenden Kraftkomponente 
(z. B. X die Komponente in der a:-ilichtiiDg), die Indizes geben die 
Normalenrichtung des Flächenstückes an, auf welches die betref- 
fende Komponente wirkt. Es gelten die Gleichnngen 

X„ = X, cos (xy n) -f- cos (y, w) -f 36, cos {e^ n) 

W ?).«9.co«(»,n)+B,coa(y,»i) + 9,co8(«,«) 

Sn'^äx COS n) 4- 3y cos (y, n) + 3, cos (s, n) . 

Aus einer weiteren dynamischen Betrachtung folgt noch die Ein- 
schränkung, da£ die Schuhspannuugen paarweis gleich sein müssen, 
also 

(5) ?). = 3E,. 3,-11., 3e, = S„ 

wodurch die Zahl der Komponenten von neun auf sechs verrin- 
gert wird. Der Beweis für die Gleichungen (4) und (5) muß hier 

wegbleiben. Er folgt daraus, daß im Gleichgewichtszustand sämt- 
liche an einem Körper angreifenden Kräfte sich in nllen möglichen 
K()77iponentenrichtungen gegenseitig dif> Wage halten müssen. Das 
gilt natürlich auch für jedes Raum 1 einen t des Körpers. Nimmt 
man ein parallelepipedisches Räume lemeut, su tüiirt die Forderung, 
daß die Drehmomente (resultierenden Krilftepaare) verschwinden 
müssen, auf die Gl. (5). Die andere Forderung, daß auch die re- 
sultierenden RestkrJlfte verschwinden müssen, bzw. bei Bewegung 
den beschleunigenden iu-äften (^Masse mal Bü^ciLieunigung} gleich 
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sein müssen, gibt die drei Differentialgleichungen der Bewegung, 
kurz Bewegungsgleichungen genannt, 











ay 


+ 


aae. 






\ dx 




cy 


+ 


dz 


du. 












dz 



wobei noch mit X', 9'^ 8' dio Kompoaenten etwaiger Yolnmeii- 
kr&fte bezeichnet sind, b. B. Grantation, die auf die Masse des 
Baumelementes als Femwirkungskräfte wirken; ^ ist die Dichte, 
itjp, Uyf tt^ sind die Qeschwindigkeitskomponenten des Baum- 
elementes. 

9. Die elaatia^dieii Krifte als lineare Funktionell der 
VeErüokiingen* FoimUndenrngsarbeit. Um die Bewegnngs- 

gleichungen (6) anwenden zu können, muß man die Kräfte als 
Ortsfunktionen kennen. Die Volomenkräfte 3£', 3 müssen 
direkt als Funktionen der Koordinaten gegeben sein. Die elasti- 
schen Flächenkräfte, welche auf das Baumelenient dx von der Um^ 
gebung ausgeübt werden, hängen vom Deformationszustand ab. 
Der Spannungszustand mnß also als Funktion des Deformations- 
zustandes gegeben sein, und es gilt daher, die Fonn dieser, die Ab- 
hängigkeit vermittelnden Funktion für bf^liebige Körper zu üudon. 
Diese Aufgabe wird für verschwindend kleine Deformationen durch 
das Tlookeschf (lesetz gelöst, nach welchem die erzeugte Defor- 
mation der wii'kenden Kraft direkt proportional ist. Dahpr ist auch 
umgekehrt die infolge Deformation entstehende Reaktlonskraft, die 
elastische Spannung, der Deformation direkt proj ortiünal. Dies 
Gesetz ist für gewisse einfache Fälle von Defnniiatlonen experi- 
mentell bestätigt und wird verallgemeinernd uai alle unendlich 
kleinen Deformationen angewandt. Da diese letzteren aber in erster 
Näherung inomer als lineare angesehen werden können, so ergibt 
sich daraus die Wichtigkeit der linearen Deformation für die 
Theorie. Yon der Gesamtdeformation kommt Übrigens hier nur 
immer die r&umliehe Dehnung, d. h. die Formänderung in Betracht 
Translation und Botation, bei denen keine Formänderung statt- 
findet, ergeben keine elastischen Kräfte. 

Nach dem Hook eschen Gesetx sind die Spannungen Ijneaie 



Digitized by Google 



9. EUai Krftfte als Funktionen d. Verrficktingtn. Form&nderanggwbeit 13 



Fun>tiunen der sechs Deformationsparameter^) (Jineareu Dehnungen 
und Öcherungen) e^j e^y 5^, s^, s^y die sich nach (14) in Nr. 5 
auch durch die Differentialquotienten der Komponenten t/^, u^, 
der unendlich Ideineu nichtlineftreu Deformation ansdrilekeii lassen. 
Aus diesem Gesetz folgt, dafi die Arbeit, welche die elastischen 
Kr&fte hei irgend einer Formftnderang leisten, bzw. die gegen sie 
Ton den äußeren Er&flen geleistete Arbeit (Form&nderungs* 
arbeit) eine homogene quadratische Funktion der sechs Deforma- 
tionspanuneter ist 

Im allgemeinsten Falle erhält man die sechs Tensorkomponen- 
ten 36^, 3Ey . . . als lineare Funktionen von e^^ ■ - - mit 21 von 
einander unabhüngigen konstanten Koef^zienten (Elastisitätskon- 
stauten). Dies gilt für Kristalle mit der geringsten möglichen 
Symmetrie. Je größer die Zahl der Sjmmetriograde wird, desto 
kleiner wird die Zahl der Konstanten, bis sie schließlich im Fall 
des isotropen homogenen Körpers, der für die Akustik allein in 
Betracht kommt, auf zwei unabhängige ElastizitStskonstanten her- 
absinkt. Bezeichnet man diese mit — X und — x', so erhält m-ui für 
die Spannungskomponenten in isotropen Körpern die Ausdrücke^) 

X(€,+ e,H-*',)-2X'e,, 3^-?), 2^*, 

(7) "ßy- i(t,+ ^', + 0-2X\> 3f, = 3. 

3. = - K^x + + ^) ^ - = = - 2 ^'^ 

oder für nichtlineare aber unendlich kleine Deformationen u mit 
den Komponenten u,, u^, 



(8) 



3, = ?). — + 3 

= _ i dir « - 2 = 3, — X' i^;: + 



1) G. Kirchhoff und mit ihm andere Autoren haben dafür die 
Bezeichnungen x^, y^, z. statt e^, e,j, e. und y. =■ z^. = ,r.-, t,j = y^ 
statt 2&., 2ff, 2ss. kommen auch noch andere Bereich nuugen vor. 

2) Die negativen YorEeichen sind gewählt damit X und l selbst 
positive Größen werden. Die Gl. (7) müssm aof der rechten Seite 
negative Vorzeichen haben, «Umit die Spannunfjen usw. den der 
Deformation eutepiechendeu ivichtungssinn erhalten. Bei positiver 
Dehnung (DilatetiiHi) mflssen die Großen 3L usw. uogatir weiden, bei 
negativer Dehnung positiT, da sie immer die rorhandene Deformation 
rftokg&ngig sn macnoi suchen. 
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wobei 

(9) ai.— 

ist (vgl. auch Nr. 4). 

Die Gleichungen (7) lassen sich leicht ableiten, wenn man 
auf die Hauptdrücke p^, zurückgeht. Die Ilauptdruekauhseii 

lallen bei isotropen Körpern aus Symmütriegründen mit den Haupt- 
dehiiungsachsen ^, ^ (vgl. Nr. 4) zusammen. Die Hauptdrücke 
können nun als lineare Funktionen der Hanptdeknungen s^, c^, £^ 
nur folgende Form haben, die hier die allgemeinste mögliche ist. 

Setzt man 

(11) B = A-B^2X\ 

so läßt sicü (10) umformen in 

Ip^ A («^ 4- € ^ + e() - 2 kD--2l^ 

(1 2) L Xie. + + - 2X'e^ ID ^21' 

Durch einfache Koordinatentransformation (Drehung des Achsen^ 
kreuzes in die Lage x, y, e) erh&lt man hieraus die Gl. (7). 

10. Die .Orennbodingnngen für die eUattflohen KrSIte» 

Durch die Gleichungen (6) und (7) — eventuell unter Einführung 
andrer Elastizitfttskonstontcn (vgl. Nr. Ii) — sind die im Innern 
des elastischen Körpers zu erfüllenden Bedingungen gegeben. Außer- 
dem müssen aber noch die Grenzbedingungen berücksichtigt werden, 
d. h. die Bedingungen, welche an der Grenzfläche des Körpers ge- 
gen andre Körper, also an seiner Oberfläche, gelten. Offenbar müs- 
sen zwischen den von aiiß^n auf die Oberfläche wirkenden Drücken 
und den Spannungen im inneren gewisse Bezielnin^r^'n bestehen. 
In der allgemeinsten Form ist die Grenzbedin<^mng nichts anderes 
als die auch im Inneren geltende Bedinguno-, daß Wirkung und 
Gegenwirkung auf jedes Flächenelenient einander gleich sein müssen. 
Ist also dd) ein Element der Grenzfläche zwischen den Körpern 1 
und 2 und ist die Noriiiale nach dem Innern von 1 hin, so 
muß sein 

(18) «<i'-fi<4>- 
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Der obere Index bedeutet, daß die Kraft bezw. Spann ang im Inne- 
ren des botreffenden Körpers uomittelbar an der GreuzÜaclie ge- 
meint ist. Gl. (13) besagt, daß die resultierenden Drticko an den 
Grenzflächen stetig sind. Das gilt auch für ihre Komponenten in 
irgendwelchen Richtungen, z. B. f)^, 3„- gilt aber nicht 
oder braucht wenig.stens nicht zu gelten für die Tensorkomponenten 
^«5 Xy, in die man 3?^, usf. weiter zerlegen kann. 

Die von außen wirkenden Kiälie müssen gegeben Bein. Dann 
sind die im Körper unmittelbar an der Oberfläche vorhandenen 
Spannungen bekannt und das Problem ist bestimmt. Vielfacli sind 
übrigens bei akufUschen Problemen die ftuBeren Oberfläcbenkrilfte 
gleich Noll — x. B. bei allen Eigenschwingungsproblemen — wo- 
durch sich die Bechnung yereinfacht. 

11. Die Blostigitätskonstanten. Tm Geltungsbereich des 
Hookeschen Gesetzes hängen die Kräfte liuear mit den Verrückun- 
gen zusammen: sie sind ihnen im einfachsten Falle — wenn nur 
eine Verrückung in einer Koordinatenrichtung vorhanden ist — 
proportional. Die Proportioualitütskonstanteu in den Gleichungen, 
weldie diese Beziehungen darstellen, sind Materialkonstanten und 
werden als Elastizittttskonstanten bezeichnet. Je nach der 
speziellen Form der Deformation, die man wühlt, kann man ver- 
schiedene filastisitätskonstanten an einem and demselben Material 
unterscheiden. Sie sind aber nicht alle Toneinander unabhängig. 
Bei isotropen Körpern gibt es nur zwei unabhSngige solcher Eon- 
stanten, z. B. die in Nr. 9 eingefBhrten Grdßen X und X'. Es sind 
immer soviel, wie es typische, Yoneinander wesentlich verschiedene 
Deformationen gibt; das sind bei isotropen Körpern zwei, nftm- 
lieh Dehnung und Scherung. Danach wäre es scheinbar am ein- 
fachsten, als Elastizitätskonstanten die zu einer einfachen linearen 
Dehnung und einer einfachen Scherung gehörenden Proportio- 
nalitätsfaktoren einzuführen. Das macht aber praktische Schwierig- 
keiten, weil man z. B. eine Deformation, die nur in einer linearen 
Dehnung ohne gleichzeitige Querkontraktion besteht, nicht «Inrch 
eine einfache an dem Kör|»pr angreifende Kraft ver\virklir'hen 
kann, sondern dazu ein kompliziertes Kräftesystem brauciit. Als 
praktiscb gebrauchte Elastizitätskonstanten oder K lastizit äts- 
moduln bat man daher solche Proportionalitiitsfaktoren einge- 
führt, welche leicht zu erzeugenden Deformationen entsprechen. 
Das sind • 
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1. der Dehnungsmodul E (auch Elastizitätsmodul der Dehnung 
oder Elastizitätsmodul scblechihin, in England Youngscher Mo-. 

dul genannt), 

Ii. der Torsioiiöiiiüdul F (auch Clestalts-, Gleit-, Sclieruugs- 
oder Schiebungsmodul oder auch zweiter Elastizitätsmodul ge- 
Dazmt), 

3. der Tolumenmodul h (Modul der Volumenelastizltftt, Korn- 
pressionsmodul) % 

4. die Elastizitfttezahl (PoiB80iu9c]ie Konstante).*) 

Die gemeinsame Definition der nnter 1. bis 3. genannten Moduln 
ist diese: 

Elastint&tBmodul ist das Verbftltnis derBeanspmehung (Druck- 
oder Zngkrait pro FlAeheneinheit) zu der durch sie erzeugten spe- 
zifischen Deformation der Lftngeneinlieit bezw.Yolumeneinheit (line- 
aren Dehnung e, Schemng 6 und räumlichen Dilatation D). DerYolu- 
menkodul gilt für die iftumliche Dilatation 2>, die durch emenallseiti- 
gen Zug p nzeugt wird. Der Dehnungsmodul E gilt fOr eine sog. 
azisle Dehnung d. h. eine durch einen Längszug c bewirkte 
Dehnung mit gleichzeitiger Kontraktion spntcrecht zur DehnungS- 
richtung. Der Torsionsmodul F gilt für die einfache oder, was 
keinen Unterschied ausmaditi fttr die Doppelscherung 6 (vgl. Nr. 8), 
die durch eine Schubspannung t erzeugt wird.^) In Formeln aus- 
gedrückt ist also 

(14) B-f r-f 

Die ElastiKitötszahl ist das Verhältnis der Querkontraktion zur 

Lingsdehnung bei der axialen Dehnung. 

Zwischen den genannten vier Elastizitätskonstanten, sowie zwi- 
schen ihnen und den früher eingeführten Konstanten X und )! be- 
stehen bestimmte Beziehungen; durch je zwei Yon ihnen lassen 
sich immer alle anderen ausdrücken. 



1) Der reziproke Wert des KompresBionamoduls k ist die Kom- 
piesiibilität K^^- 

2) Die hier benutzten Buchstaben E, F^h,}». sind die in Dentsch- 

land meist üblich nn. Von ausländischen Autoren werden dagegen viel- 
fach andre Bezeichnungen gebiaucht» z. B. in England q. für E und 

n für F. 

3) Die Bezeichnuugen o und x für Druck- und Schubspannungen 
sind die in der Technüc hftufig gebrauchten. 



Digitized by Google 



IL BHasi-Eontt IS. bothenne und Mii»bBluiche EUasL-Modnfai 17 



1— S|» 



1_ 
K 



Die Definitionsgleichungen (14) der Elastizitätsmoduln setzen line- 
are Deformationen und lineare Abhängigkeit zwischen diesen und 
den Kräften voraus. Wo diese Voraussetzungen nicht streng erfüllt 
smd, kann man die Gleichrmgen (14) doch beibehalten, indem man 
unendlich kleine Verrückungen betrachtet. Statt i>, e, 6 nimmt man 
die unendlich kleinen Zuwächse dD. de.dö der Dehnung, Scherung 
usw. und statt p, tf, t die Zuwächao dp^ da, dT dieser Spannungen. 
Die Definitionen (14) gelten in dieser neuen Form ganz allgemein. 

13, Die isothermen und adiabatischen Elastizitätamodiilxi. 
Bisher sind die Deformationen usw. reiu mech?iTns''h ohne Kück- 
sicht auf sonst noch dabei auftretende Änderungen ( Alikfihlung, 
Erwärmung u. dergl.) behandelt worden. Solche physikalischen 
Änderungen des Zustandes treten bei elastischen Deformationen 
unter l mstlinden auf: in Betracht kommen übrigens nur thermische 
Zustandiäuderungen. Mit diesen sind auch immer Änderungen 
der elastischen Konstanten verbunden. Die bei konstanter Tem- 
peratur stattfindenden Defonnati<»ien sind isotherme Deforma> 
tionen, die Konstanten also die isothermen Elastisitftts- 
moduln F^, k^. Diese Größen gelten für langsam yerlaufende 
Deformationen, bei weldien der WftrmeanstaiiBdi mit der Um- 
gebung die Temperatur merklich konstant hftlt^ so daB die durch 
die Beformationsarbeit erzengte Temperaturttnderung nicht zur 
Geltung kommt. Bei unYOllkommenem Wlrmeaustansch werden 
die durch den gleichen Druck eneugten Deformationen andere, 
weil die dabei entstandene TemperaturUnderong eine rein ther- 



(16) 



Einige der wichtigsten Beziehungen sind 

El». 

""(i+i^Ki-aii) 



^ TFT T+Jk^ ^> 

. FE E _ , . »£ 

*'"9F— 8.»*" 8(1— 8V) 8 

X _ ^ — 8F E—^F 
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mische Deformation (Dehnung bezw. Kontraktion) zu der mecha- 
iiisrhen hinzufügt. Am stärksten ist der üntprschied bei gänzlich 
gehindertem Wärmeaustausch, mit dem natürlich die größte Tem- 
peraturäuderung verbunden ist, also bei adiabatischen Vor- 
gängen. Die zugehörigen Modulü seieu E^, F^j k^. Ob der 
Wärmeaustausch durch eine wiirmeundurchlässige Schutzhülle ver- 
hindert wii-d, oder dadurch, daß der Vorgang zu schnell verläuft 
um eine merkliche Wärmeübertragung durch Leitung oder Strah- 
lung von der Deformationsstellc aus zu gestatten, ist gleichgültig. 
Bei deu akustischen Seiisviuguugcn ist das letztere der l'all. Die 
Verdichtungen und Verdünnungen (bei Longitudinalschwingungen) 
weehselii an einem und demselben Punkt so schnell, daß die dabei 
entstehende ErwSmung od«r AbktUüuDg auf die deformierte Stelle 
selbst bescbr&nkt bleibt 

Die adiabatiscbeii und isotbermen Elastint&tsmoduln stehen 
in einer einfachen aus der mechanischen Warmetheorie abzuleiten- 
den Beziehung. Nach den Gesetzen der Thermodynamik IftBt sich 
die Temperatar&nderong äT berechnen, welche eine adiabatisch 
erfolgende Lftugen- bezw. Yolumendilatation de bezw. dD hervor- 
ruft, die ihrerseits durch den Lttngszug äP= qda bezw. durch den 
allseitig wirkenden Zug dp erzeugt wird. Es gilt für einen EGrper 
vom Volumen v unter der Wirkung des allseitigen Zuges bezw. 
für einen geraden Stab yom Querschnitt q \md der Länge / unter 
der Wirkung des Längszuges P^^g^r, wenn die Masse beidemale 
mit m bezeichnet wird 



bezw. 




Die Judizes p undP bezw. beiden partiellen Differentialquotienten 
deuten an, daß die betreffende unabhängige Variable p bezw. «r, 
TOn welcher Volumen und I^nge außer yon der Temperatur T 
noch abhängen^), bei der Differentiation konstant zu halten sind; 

1) Das Volumen (bezw. im zweiten Fall die Länge) wird bei ge- 
gebener Masse des Körper« durch die äußeren Umstände bestimmt, 
und diese sind hier durch Temperatur und Druck (allgemein durch 
irgend zwei unabhänjrige Zustandsgrößcn) gegeben. Die Verbindung 
dieser drei augeufälligeii Zustnndsgrrißcn r, T, p Itildet die für jeden 
Körper charakteristische Zustaudsgleichung. Durcli uie ist eine dieser 
drei Größen als Funktion der beiden anderen bestimmt. 
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c_ ist die spezifische Wärme bei konstantem Druck, mc^ also die 
Wärmekapazität bei koostautem Druck und zwar in mecha- 
nischem Maß, als Arbeitsgröße, gemessen. ^) 

T ist die absolute Temperatur, also 7'-= 2 73 ' 4- wo t vom 

Qnd ^^,^) messen die thermische Ausdehnung hei konstantem 

Druck und lassen sich durch die bekaunten thermischen Aus- 
dehnungskoeftizieuten ausdrücken, die für eine mit der Temperalur- 
erböhung proportionale Ausdehnung gelten. Wenn nämlich (bei 
konstant bleibendem Druck) gilt 

t»- H- at) = Vo(l + «[T- 273]), 

1^1,(1^ ßi)^l^(li-ß [r- 273]), 

wo a der kubische, ß der lineare Ausdehnungskoeffizient, Vq bczw. 
Volumen und LSnge bei 0** 0. und dem gegebenen Druck ist, so wird 

(18) e;),-«o«. Q.r^ß- 

Die Masse m ist durch das Produkt aus Volumen und Dichte zu 

ersetzen 

wo q die Dichte ist, und die Werte mit dem Index 0 ffir die Tem* 
peratur 0^ G. und den Druck p gelten. Führt man dies in (16) 
und (17) ein und berücksichtigt, daß 

(20) ä9~E,ie,= JäJl, dp k,dD. hj-^^ 

ist, so gehen diese Gleichungen über in 

(17a) aT^-:P».?f.ie--^^*4. 

1) Wenn, wie in der Th^sik üblich, alle Größen io Zentimeter, 
Gramm und Sekunden gemessen werden (Z.>(}.-8.-B7Btem), so muß 
Cp in raechaniechen C.-G.-S.- Einheiten, d. h. in Erg angegeben 
werden. Soll es in Kalorien an^eg'ehen werden, so muß rechts im 
Nenner noch der Faktor 10' hinzutreten. 

2) Das negative Vorzeichen ist hier su nehmen, weil p nicht Zag, 
sondern Dmck, Da aber die DiUtation, nicht Kompression bedeutet. 
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In der letzten Formel ist noch der kleine Unterschied zwischen 
Iq und l bzw. (Jq und q vernachlässigt, was bei festen Körpern und 
FlüsRi«7keiten einen nur unmerklichen Fehlor bedingt, wenn die 
Temperatur nicht sehr weit vom Nullpunkt entfernt ist, da die 
Ausdehnungskoeffizienten für diese Körper sehr klein sind. 

Zu beachten ist, daß die Änderungen dVj dlj dT sich auf 
adiabatische Voreränge beziehen. 

Laüt mau nun die Dehnung durch den gleichen Zug isotherm 
erfolgen, so kommt zu der adiahatischen Dehnung de^ bezw. dD^ 
noch die themaische Längen- bezw. Volamen&ndBrung hinsn, welche 
der TemperatoTftnderung äT entspricht, also ßdT bezw. «djT, so 
dafi die gesamte isotherme Behnmig wird 

(22) d«,-de,-ßdT~de, + ^^^^de,. 

Daraus ergibt sich das Verhältnis zwischen dem adiabatischen 
und isothermen Elastizitätsmodul, das gleich dem reziproken Ver- 
hältnis der zugehörigen Dehnungen ist 

ka dDi Ta^ka 

^'^^> Ei d€a ^ 9Cp 

r)iese Quotienten sind im allgenieiueu Ihm t* .i;(en Körpern und 
i'lüösigkeiten nur wenig — um einige Tauseudstei — von 1 ver- 
schieden^), der isotherme und adiabatische Modul sind also bis 
auf einige Tausendstel ihres Wertes einander gleich, daher prak- 
tisch als identisch anzusehen. Nur bei Gasen, bei denen natürlich 
nur die Voluiütnelastizität k in Betracht kommt, sind und k. 
stark voneinander verschieden, weil hier der kubische Ausdehnungs- 
koeffizient €c viel größer ist als bei festen und flüssigen Körpern. 

13. Die Elastizitätsmoduln der vollkommenou Gase. Beide 
Moduln — isothermer uud adiabatischer — lassen sich für ideale 
Gase, deren Zustandsglcichmig als Boy le-Mariotte-Gay-Lus- 
sacsches Gesetz bekannt ist, berechnen. Die Zustandsgieichung 
lautet 



1) Vgl. E. GrflneiBen, Annalen d. Physik (4) 28, (1907), 8.842. 
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(26) pv =P^Vq(1 i- «<) -jp^Vt«^ 

oder mit Einführung der Dichte (f statt deB spesifiBchen Yolnmens 
(Yolnmena der Masseneinheit) v 

(2öa) t^Pof^^^^^.P^, 

Hier ist u der thermische Ausdehnungskooftizient der idealeii i^ase 
mit dem Wert 0,00367 oder 1/273; p^^ ist ein willkürlich aus- 
gewiUilter Wert des Dntckes, der als Dniokeinheit gilt, gewöhn- 
lieh 1 Atmosphttre ') , Vq ist das Yolnmen, welches die Gasmasse 
bei diesem Drucke p^ und der Temperatur t^O^ C, d. h. 
T»273^ abs. einnimmt, Qq die Dichte unter denselben Bedin- 
gungen. Aus (25) hezw. (25 a) geben das Boyle-Mariottesehe 
isotherme Druckgesetz und das Gay-Lussacsche isopiestische 
Ausdehnungsgesetz 

(26) iP^-Po^r^-^onst 

als Spezialfonnen hervor, indem man die Temperatur bsw. den 
Druck konstant hält; v^,^^ und t^^^ sind die Volumina bei der Tem- 
peratur und dem Druck j»^ bsw. 0^ Gels, imd dem Druck p^ für 
welche GrO0en nach (25) offenbar gilt 

(27) v,^-.v,(l + at)~v,«r, v,,^^'^- 

Aus der Zustand sgleichung oder dem isotliurmen Druckgesetz läßt 
sieb der (yolumen-)£lastizitätsmodul sofort durch Differentiation 
ableiten. Er ist nach Nr. 11 allgemein definiert als (unendlich 

kleine) Druckzunabme dp^ dividiert durch die zugehörige relative 

dv 

Yolamenzunahme — , tii« positiver Drucksteigerung natürlich 

eine negative Zunahme (Volumenverkleinerung) und daher mit ent- 
gegwigesetztem Zeichen zu benutzen ist, damit der Modul einen po- 
sitiven Wert bekommt. Zu berücksichtigen sind aber die äußeren 
Bedingungen, beim isothermen Modul Konstanthaltung der Tem- 
peratur, bf'im adiabatischen Venneidiing äußerer Wärmezu- bzw. 
abfuhr. In beiden Fällen kommt fiir die Berechnung nur das iius 
der allgemeinen Zustand&gieichuug abzuleitende Druckgesetz, 

1) Eine Atmosphäre ist gleich 1,033 — = lOiaSOO?^?. 
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welches Volumen und Druck mitoiuander verbindet, in Betracht; 
im ersten das isotherme (Boyle-Mariotteache) Gesetz (26), im 
sweiten das adiabatische Dnickgesets 

(28) • pt^*=Künsi., f**"*^")» 

wobei X (häufig auch mit y oder k bezeichnet) das Verhältnis der 
spezifischen Wärme hei konstantem Druck zur spezifischen W&rme 
bei konstantem Volumen ist. 

Durch Differentiation erh&lt man aus (26) und (2ö) 

Der adiabatische ElastizitUtsmodul ist albo grüßer als der isotherme, 
maximal im Verhältnis 1,67 : 1 (bei den einatomigen Gasen wie 
Heliam, QuecksUherdampf usw.), bei anderen Gasen in geringerem 
Grade (bei Sauerstoff, Stickstoff — auch Luft — , Wasserstoff und 
anderen zweiatomigen Gasen ca. 1,4 : 1). 

Die Elastizitätsmoduln zeigen sich hier abh&ngig vom Druck, 
sie nehmen mit wachsendem Druck zu. Eine entsprechende Ab- 
hängigkeit ist expezimentell auch für den adiabatischen Elastizi- 
tätsmodul .E^ fester Körper (Metalldrähte) nachgewiesen worden.^) 
Nur nimmt hier "E^ mit wachsender Spannung ab, doch ist die 
Änderung viel geringer als bei den Gasen. 

14, Die KonttnuitfttBgleiolLiing. Findet Dilatation statt, so 
ändert sich die Dichte. Die Geschwindigkeit, mit der die Dila- 
tation erfolgt, hängt mit der Geschwindigkeit der Dichteftnderung 
eng zusammen. Ein beliebiges Masseteilchen m des Körpers habe 

zur Zeit t das Volumen t, seine Dichte sei ^. Seine Masse m — x^ 
ist konstant, also ergibt sich durch Differentiation dieses Produkt^ 

(80) ^ + V=0- 

Das zweite Glied links ist aber die unendlich kleine räumliche 
Dilatatiou, welche an der Stelle des Masscupunktes m stattge- 
funden hat, kann also durch einen der Ausdrücke (9) in Nr. 4 
ersetzt werden, so daß man (30) z. B. schreiben kann als 

(80a) rf,+»diy— 'g*:-)-©. 

1) F. A. Schulse, Annalen d. Physik (4) Bd. 81 (1910), S. 1. 
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Finden die Änderungen in dem Zeitelement di statt, so erhält 
man durch Division mit df, d. h. mit anderen Worten durch Dif- 
ferentiation von m = Qx nach der Zeit t die Geschwindi^jk feiten der 
Änderungen. Setzt man noch die Verrückungsgeschwindigkeiieu 

rai^ ^"'-11 -^:^y-n ^'-11 

80 geht (30 a) über in 

(32) d7+W+ a/+a/)=:3i+*«^'"-«- 

Hier bezieiieu sich (», U,, Uy, auf ein und dasselbe Massenteil- 
chen während seiner Wanderung, sind also Funktionen der Zeit t 
und der jeweiligen Koordinaten ic, die selbst wieder Funk- 

tionen von t und der Lage des Teilchens zu irgend einem festbe- 
stimmteu Zeitpunkte, d. h. also Funktionen von t und von den 
Koordinaten x^^y^^ zu irgend einer Zeit ^ sind. In der Form 
(32) ist die Qleichung nnr das Oeset« der Erhaltung der Masse. 

Man kann eine entsprechende Gleichung aufsteHen« wenn man 
nicht die Geschichte des Teilchens, seine Yolumen> und Bichte- 
ttnderong, sowie seine Ortsverftndemng, ansgedrttckt durch seine 
yon der Zeit i abhängigen variablen Koordinaten betrach- 
tet, sondern die YorgSnge betrachtet, welche sich im Laufe der 
Zeit an einem und demselben Raumpunkte jr, //. r abspielen, dessen 
Koordinaten nun also konstant, bzw. — bei Übergang zu einem 
andern Baumpunkt — unabhängig yariabel sind. Der Punkt, oder 
besser ein an seiner Stelle konstruiertes Raumelement dx^ wird 
dabei nacheinander von verschiedenen Masseteilchen passiert. 

Das im Punkte a;, y, z konstruierte Raumelement sei ein Par- 
allelepiped mit den Kanten dx, dy^ dz parallel den Koordi- 
natenachsen (Fig. 3). Der vordere Eckpunkt 
A habe die Koordinaten a", r, der dia- 
gonal gegenüberliegende Ä entsprecbeiul 
X -\- dx, y -\- dy, z -\-dz. Die Dichte zur 
Zeit t sei q\ also ist die in ihm enthaltene 
Masse qcIx uud ihre zeitliche Änderung in 

. der Zeit dt ist d%-^dt. Hier sind partielle 

Differentialquotienten mit rundem d 2U neh- ^ 

men, weil neben der Zeit die Itaumkoordi- ^'^ ^- 

naten x, ff, e unabhängig variabel sind. ^däi^S^f^d^TdrT' 

Kallhne: Aknitik IL a 
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AndreneitB läßt sich die Masseaftnderung innetlialb dt ana- 
drücken mittels der durch die OberflAclie des Elementes dt wäh- 
rend dt ein- und aastretenden Substanzmengen. Die Geschwindig- 
keit der Teilchen in der «-Richtnog ist tf« an der Fläche 1 

(x- Koordinate — x\ + — -|- ^^dx an der Fläche 2 (x-Ko- 

Ordinate = fl? -f" ^ i*^) i die Dichten sind ebenso q und 

» ^ -(- dxi die Flächen selbst haben die Grdßen dffäjs. Also tritt 

in das Baumelement während der Zeit dt die Masse 

QVigdtd^fdiS — [f^)x)^dtdydz 

durch Fläche 1 ein, 

durch Fläche 2 ans. 

Der Maiiscüzuwachtj durch diese Strömung ist also die Differenz 

denn es ist bis auf quadratische und höhere kleine Glieder 

(33) 

Entspiediende Ausdrücke ergeben sich für die y- und ir-Eompo- 
nente, so daß man als gesamten Hassenzuwachs infolge der Be- 
wegung erhält 

(34) - ätdxdy4,\^%f + '^f + ^^''] - -diä. diT (,«), 

indem mau noch dx für das Produkt dxdydz setzt. Durch Gleich- 
setzen der beiden Ausdrücke für die Massen änderung erhält man 

(35) g + ^^^'+'-t^' + 'i^-O 
oder anders geschrieben 

(86) ||4.diy(^«)-0. 

Das ist die als Bedingung der Kontinuität bekannte 
Gleichung, die besonders in der Hydrodynamik eine Rolle spielt. 

Bei Uli endlich kl einen Deformationen, bei denen alle 
Änderungen — der Dichte, des Ortes usw. — und ebenso die Ge- 
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schwindigkeiten unendlich klein yon gleicher Ordnung, etwa erster 
Ordnung, hleihen, werden übrigens die Gleichimgen (32) und (35) 
identisch. Denn da die Änderungen der Koordinaten x, p, 0 de« 
betreffenden Masseteilchens und seine Geschwindigkeit 



dtt- dx 



yerochwindend klein sind, so wird bis auf verschwindende GröBen 
höherer Ordnung 

di^'Jt '^dxdt'^dy dt'^ dzdt" dt^ 

~ Q o r U-Ä— = Q usw.. 

d:e ^ dx- *dx ^ dx ' 

so daß beide Gleichungen in die einfachere, später zu benutzende, 
übergehen 

16. Die wizbelfreien DebnuDgB- und Ctosohwindigkeits- 
Telctoren u und u als Gradienten akalarer Potentialflonk- 
tionen. QesdhuindigkeitapotenliaL Die allgemeine YerBcbie- 
bung der Teilchen eines elastischen Körpers läBt sich nach dem 
Früheren (vgl. Nr. ö) immer in eine Translation, eine Rotation und 
eine Dehnung zerlegen. Mit anderen Worten: der Verschiebungs- 
vektor u l&ßt sich als Summe dreier Vektoren 1*^"^ «^'^^, m^**^ dar- 
stellen, von denen der orste, die Translation angibt. Dieser ist 
(räumlich) konstant, da alle Punkte des Körpers dieselbe Trans- 
lation erfahren, und kommt deshalb bei Differentiation nach Ko- 
ordinaten, z. B. bei Bildung der Ausdrücke für Rotation und l)eb- 
nung in der Gl. (14) Nr. 5, gar nicht in Betracht. Deshalb ist 
auch von der Translation immer abgesehen, d. h, n^^- ist gleich 
Null gesetzt worden. Die übrigbleibende Bewegung ist die Llber- 
einanderlagerung von Rotation und Deliniiiig oder, anders ausge- 
drückt, eines Wirbels und einer wirbelfreien Bewegung. Die zu- 
gehörigen Vektoren ii^''' und welche diese Bewegungen dar- 
stellen, werden als solenoidaler oder qnellenfreier Vektor fw^^^) und 
Poteutialvektor u^''' bezeichnet, weil u^''' sich durch ein (skalaresj 
Potential ausdrücken läßt, und u^''^ der „solenoidalen'^ Bedingung 
divf|('')«0 genügt, welche aussagt, daß die Vektorlinien (Kraft- 
linien) des Vektors uf^^ immer geschlossene Kurven sind und nir- 

z* 
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gends Anfangs- und Endpunkte ( Qaellen und Senken) besitzen*). 
Die Bedingung für die Darstellung von l*^**^ durch ein skalares 
Potential ist eben das Fehlen von Wirbeln oder Rotationen bei 
der durch t*^^^ dargestellten Bewegung. Mathematisch wird diese 
Bedingung dadurch ausgedrückt, daß die „Rotation^* des Vektors 
u^*\ d. h. der durch die Operation rot u^^^^ gebildete neue Vektor 
Null ist. Man überzeurrt sich, daü diese Bedingung von dem mit 
u^'^^ bezeichneten Verschiebungsvektor erfüllt wird, dessen Kompo- 
nenten durch die (lleichungen (11) in Nr, 5 definiert sind. Man 
braucht dazu nur die daseiijst angegebenen Wert-e dieser Kompo- 
nenten in die Definitionsgleichungen der „Rotation" einzusetzen, 
nämlich für die drei Komponenten in der ä-, y-, jer-Richtung die 
Gleichungen 

(38) rot,«- - riA,u—gf~g^, r»t.«= sx^J^' 

Sind diese Werte bei irgend einem Vektor Null, so lassen 
sich die Komponenten desselben immer als räumliche Differential- 
quotienten einer einzigen skalaren Größe (2> ausdrucken, die (ska* 
lares) Potential genannt wird, n&mlich 

80 

(^^) ^if^Ji' "'"W allgemein«,-»-^, 

woi)ei die Konipouente in einer beliebigen Richtung l ist. Der 
Vektor a wird in diesem Falle Gradient des Skalars O ge- 
nannt^), was in Yektorsebreibweise durch 

(40) u « grad O 

ausgedruckt wird. Die Grdße von u in irgend einer Richtung ly 
also die Komponente «i, ist gleich dem Anstieg der Funktion 0 
in dieser RichtuDg. Ein solches skalares Potential ist immer bei 
wirbelfreier Bewegung vorhanden. 



1} Vgl. T. Ignatoweky, VektoranaljsiB; diese Sammlung Bd. VI,1. 

S) Frflher wurde die negative Ableitung ^ zor Definition des 

Gradienten benutzt, also der Abfall der Funktion * als Gradient be- 
seichnet. Die neue Definition ist mit der in der Infinitesimalrechnung 
üblichen Vorstellungs weise besser im Einklang. Will man entspieehend 

der alten Bezeichnung «, — erhalten (mit negativem Voneichen), 

so hat man zu setzen u » — grad fp. 
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Die Wirbelbewegung oder Rotation, bei der die Divergenz" 
Null ist, führt zur Darstellung des die Bewegung angebenden Vek* 
tors, z. B. u^''\ durch das sogenannte Vektorpotential. Wirbelbe- 
wrLningen kommen aber bei Schwingungen mit unendlich kleiner 
Amplitude in reibungslosen Medien nicht vor. 

Was für den Verscbiel nngsvektor u gilt, gilt auch für den 
Geschwindigkeitsvektor u, der ja aus jenem einfach durch Diffe- 
rentiation nach der Zeit hervorgeht. Bei wirbelfreier Bewegung 
ist U der Gradient einer skalaren Funktion <p, des Geschwindig- 
keitspotentials. Ist dieses Potential bei irgend einem Problem 
gefunden, so ist damit die Bewegung an allen Stellen besliiiiint. 
Da die Einführung des Geschwindigkeitspotentials die Rechnung 
vereinfacht, indem statt dreier Größen — der Komponenten in 
drei Banmriehtungen — nur eine einzige zu bestimmen ist, so 
spielt es besonders bei komplizierten Problemen der Bewegungen 
▼on Flüssigkeiten and Gasen eine große Bolle. Einfachere Pro- 
bleme, z. B. solcbei bei denen alles nur yon einer einzigen Koor- 
dinate — außer der Zeit — abhfingt, sogenannte eindimensionale 
Bewegungen, werden ebensogut obne dies Hilfsmittel bebandeli 
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Elementare Theorie der von einer einzigen Koordi- 
nate abliängigen Schwingniigen und Wellen inkon- 
tinnierlieheE Medien. Eindimensionale Probleme. 

3. Kapitel. 

Eigenscliwingangen vom Typus der Saitenschwingangen 

bei festen Körpern. 

16. BewegiingqBl9i<^™8d^I(OngitadiiialB0liwiiigiiiigeii 
Yon Stäben und Saiten. Bei gewissen Formen der schwingen- 
den Körper spielen sich die Bewegungen so ab, daß die Lage jedes 
Teilchens im wesentlichen durch eine einzige Koordinate bestimmt 

wird, oder die Bewegung läßt sich wenigstens in mehrere, nur von 
je einer Koordinate abh&ngige Bewegungen zerlegen, die sich ein- 
fach superponieren. Wenn die Deformationen unendlich klein blei- 
ben, ist Siiperposition immer gestattet. Solche Körper sind Saiten, 
dünne Stühe, GassUnlen mit gf^gen die Länge gcringfn Qucrschnitt- 
dimensionen, .seien sie L^orade oder schwnj fi gekrümmt, kurz alle 
wesentlich in einer Dimension, d. h. linear ausgedehnte Körper. 

Die Schwingmigen erfolgen hier bei ganz verschiedenartigen 
Körpern (z. B. testen Saiten und gasgeffillteu Pfeifen) teilweise 
nach denselben Gesetzen. Dieselljen Gesetze gelten auch für räum- 
lich ausgedehnte ebene Wellen und für Kiigelwellen, so daü auch 
diese hier mitbehandelt weiden können und sollen. Zu den Kugel- 
wellen gehören auch die Schwingungen in konischen Pfeifen. Et- 
was andere Gesetze befolgen die Transversalschwingungen der 
Stäbe, die eine besondere Behandlung erfordern. 

Stftbe und Saüen yerhalten sich in. bezng auf Longitudinal- 
Schwingungen ganz gleich. Eine Saite ist ein Stab Yon so geringen 
Qnerdimensionen — im Yerhsltnis zur Ii&nge — y daß er anBer- 
ordentlioh leicht biegsam ist, also sehr geringe — im idealen 
Grenzfali keine — Steifigkeit besitzt Wegen dieser seitlichen 
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Nachgiebigkeit muß die Saite an beiden Enden befestigt, eiüge- 
klemmt werden, nnd um ihr eine gerade gestreckte Form zu geben, 
muß sie gespannt werden, womit natürlich eine gewisse Dehnung 
Uber die natftrlicbe LSnge hinaus Terbunden ist. Je stärker die 
Spannung, desto größer der Widerstand gegen seitliche (trans- 
Tersale) Verbieg^ngen. Daher werden die Transyersalschwinguogen 
der Saite von der Spannung beeinflußt, der sie unterworfen ist, 
die Longitndinalschwingungen jedoch nur insofern, als wegen der 
durch die Spannung erzeugten Dehnung der Dehnungs-Elastizi- 
tätsmodul E sich ändert Er muß dann tnii dem für die gc 
rade herrschende Spannung gültigen Wert in die Rechnung ein« 
gesetzt werden. 

Bei allen jetzt zu behandelnden Problemen seien die Verschie- 
bungen ?/, die Geschwindigkeiten u und die Dichteänderungen von 
der 1. Ordnung unendlich klein angenommen. Höhere Potenzen 
sowif' Produkte dieser (Jrüßen werden dann von höherer Ordnung 
uneiidh li klein, köuneu also gegen Glieder der ersten Ordnung 
yemachlässigt werden. 

Der Stab (oder die Saite) habe den iiberall gleichen Quer- 
schnitt (] von im übrigon beliebiger Form. Die Diclite sei ^; die 
Masse eines Stiickes von der Längeneinheit ist diilier qQ, ein Aus- 
druck der zuweilen als Längendichte des Stabes bezeichnet wird. 
Die (gerade gestreckte) Achse des Stabes sei j'-Aclise, die zugleich 
Abszissenachse sein soll. Die Stablänge sei vorlliutig unljestimmt. 

Bei Longitndinalschwingungen verschieben sich die von ma- 
teriellen Teildien gebildeten Querschnitte parallel mit sieh selbst 
in der Sichtung der Achse x. Dabei entstehen Spannungen nur 
in der jip-Bichtung. Während des Zeitelementes ät erleide der an 
der Abszisse x gelegene Querschnitt die Verschiebung ^) u mit der 
Geschwindigkeit it; die Werte für den an der Stelle x-\-dx ge- 
legenen Querschnitt sind 

und tt<'+'''>-tt-f 
ox cx 

Aus der ersten der allgemeinen Bewegnngsgleichnngen (6) in 
Nr. 8 erhält man sofort durch Spezialisierung, indem man Ab- 

1) Die Verschiebungen in den Koordinatenrichtungen z 
weiden hier und weiterhin der einfacheren Schreibweise wegen mit 
w, 0, w statt u^, Uy, 1«,, die Qesehwindigkeiten mit u, 19, m statt 
%, it« beseichnet 
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hängigkeit aller (Jrößen nur von x annimmt und Massenkräfte 
(Schwere! v<"niachlä.ssigt , also X' — 0 setzt, die Ditferentialglpi- 
chung. Ötatt wird die hier allein vorhandeuo Spannung iu 
Bichiung der Stabachse j> genannt So ergibt sich die Gleichung 

. X d\\ dp 

W Qji" — Vx' 

Sie ist aueh leicht direkt abzuleiten. Man betrachtet das zylin- 
drische Stttck des Stabes von der unendlich kleinen Höhe dx 

zwischen den Querschnitten q an den Stellen x 
und x-\- dx (Fig. 4). Auf den Querschnitt q bei 
_^ der Abszisse d. h. auf die linke Endfläche des 
Zylinders, wirkt die Kraft j?g in der -j-x-Rich- 
TTrfÄ tung. Auf den Querschnitt q bei a? + dx wirkt 
4 analog die Kraft 

Zylindrisches Raum- * / j \ / \ 

eleinent dt = qäx. — + = — LP 4" ^ dx \ q. 

Sie ist hier mit negativem Torzeichen anzusetzen, weil die innere 
Kormale der rechten Endfläche die — a[;<Bichtung ist. Die Summe 

beider Kräfte, also — q ^ dx ist die gesamte auf den Zylinder 

V X 

wirkende bewegende Kraft, und diese rouß nach dem zweiten 
Newtonschen Bewegungsgesetz gleich der Masse des Zylinders 

mal der Beschlennigong, also ^qäxQ^ sein. Durch Einsetzen 

büider Ausdrücke und Wegheben der beiderseits gleichen Faktoren 
erhält man Gl. (l). 

Nun lasseu sich Druck p und Geschwindigkeit u einfach durch 
die Verschiebung u des Querschnitts ausdrücken. Es ist 

(S) «--^ nni P-£^- 

Denn mit der Verschiebung fi ist die dadurch erzeugte Spannung 

p Terbunden und ist die relative lineare Dehnung, d. h. die 

Dehnung der Tjängeueiuheit des Stahes, oder die Dehnung der 
Strecke dx^ dividiert durch dx. Durch Einsetzen in (l) erhält man 

W aas« ' ^ 9 

als Differentialgleichung der Bewegong der Stabquerschnitte, wo- 
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bei die Konstante C| bestimmt ist durch 
(4) 



, B 



Diese Konstante fa&ngt nvr YOm Debnimgsmodul E ab, nicht von 
etwaiger Spannung welcher der Stab außerdem noch dauernd 
unterworfen ist. Von letzterer nur insofern, als E sieh mit P än- 
dern kann; q ist, wie weiter folgt (vgl. Nr. 20) die Geschwindig- 
keit, mit (Ter eine Schwingung sich als Longitudinalwelle lüngs des 
Stabes fortbewegt. Dieselbe Form der Differentialgleichung, nur 
mit andern Werten der Konstante c ergibt sich für die Öchwin- 
gUDgen linearer Gassäulen (Pfeifen), für ebene Wellen in ausge- 
dehnten GasatmosphRren, für Drillungs- oder Torsionsschwiüguugea 
von Stäben und »Saiten und für Transversalschwinguugeu von Sai- 
ten. Vor der Integration der Gl. (3) sollen die Gleichungen fttr 
die beiden letztgenannten Schwingungsarten abgeleitet werden. 

17. BewegungHgleichung der TorBionHöchwingungen von 
Stäben, Hohlzyiindem und Saiten mit kreisförmigem Quer- 
schnitt. Di© Ableitung der Bewegungsgleiehnng ist ganx analog 
derjenigen in Nr. 16. Die Verschiebungen der (^uer.selinitte, die 
wieder wie alle andern Größen nur von x abhängen, sind Dre- 
hungen in ihrer eigenen Ebene um die Stabachse. Der Drehungs- 
winkel des Querschnitts bei der Abszisse x sei t^. Seine Zunahme 




bis zum benaebbarten Querschnitt bei x-j^dx ist d^t 
(Fig. 5). Dies ist der 
Wiuiiei, um den zwei 
benachbarte (Quer- 
schnitte gegeneinan- 
der verdreht sind. 
Schneidet mau aus 
dem Stab einen kon- 
stenbischen Hohlzj- 
linder to& der Dicke 
dr mit den Radien r 
imd r-^dr heraus, so 
gilt das gleieho yoq 

den ringförmigen 
Qttereolmitteii denel' 
ben. Jedes Eläohen- 
element eines solchen 



dx 



dx 



2rJt 




rd%ft 
Fig. S. 

Oben: knlBfOrmiger Qoert^ IiMitr 
Unten: »ofgeroUtes llMitelittttok von der Höhe dx einet 



Digitized by Google 



32 d. Kap. Eigenschwiugungen vom Typus der SaitenscbwiDgungen 



Ringes von der Größe rärdco verschiebt sich um den Winkel 
also um die Strecke r dtp in tangentialer Richtung gegen das ent- 
sprechende Element des benachbarten Querschnitts. Diese Strecke, 
geteilt durch den Abstand dx der beiden Querschnitte ist der 
Scherungswinkel 6 (Tgl. l^r. 8). Also ibt 

Zwischen ö und dem auf die Flächeneinheit wirkenden rücktreiben- 
den Scherungsdruck P^, der durch die Drillung hervorgerufen 
wird und hier üb*^rn]l tangential (d. h. in der Verschiebunga- 
richtuüg) wirkt, gilt die dritte der Gleichungen (14) von Nr. U 
P^" — Fdf die hier mit Eücksicht auf (5) wird^) 

Der Stab bzw. der Hohlzylinder wird durch Querschnitte senk- 
recht zur Achse in flache Scheiben bzw. Ringkörper von der Höhe 
zerlegt. Für jeden gilt die Beweguugsgleichung, da es sich um 
drehende Bewegungen handelt, in der Form: 

Drehmoment der wirkenden Kräfte 
Trägheitsmoment mal Wiükelbeschleunigung. 

Die hierin vorkommenden Größen sind zu berechnen. Für einen 
(Kreis-)Hohlzylinder der Höhe dx^ vom Radius r und der Wand- 
dicke dr mit der Dichte ^ und der Masse m ist das Trägheits- 

moment »mr* — 2ffrdr<fje^r*, die Winkelbescblennigimg ^ • 

Das Drehmoment ergibt sich aus der ivrait i*^. Auf das 
Flächenelement rdrdo) der Grundfläche des Hohlzylinders (bei der 
Abszisse x) wirkt die Tangentialkraft jP^, also das Drehmoment P^r. 
Das Drehmoment für die ganze ringförmige GnmdflI&clie ist also 

2nrdrP^r = 27tr^drF^. 

Ffir die benachbarte Fl&che bei der Abszisse X'\-dxi8t das Dreh- 
momeoit . p p \ 
-2«r»dr(i.^+^,-/d,).«) 

1) Das negative Vorzeichen tritt hier auf, weil nicht die de- 
formierende, sondern die durch die Deformation geweckte rficktreibende 
Schubkraft ist. 

2: Mit negativem Vorzeichen zu nehmen, weil das auf diesen 
Querächnitt ausgeübte Drehmoment offenbar dem auf den anderen 
Quersohnitt aa^getÜbtMi entgegengesetzt gerichtet ist 
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Auf den Hoblzyliuder im Ganzen wirkt daber die algebraische 
Summe beider Ausdrücke aU 



Durch Einsetzen dieser Ausdrücke in das obige Bewegnngs- 
gesetis erhält man mit Bücksiebt auf den Wert, den nach (6) 
besitzt, unter Wcglassung der beiderseits gleichen Faktoren 
2itr^drdx die Gleichung 



Diese Gleichung gilt für jeden beliebigen Hohlzylinder beliebiger 
Wanddicke, da diese in der Gleichung gar nicht yorkonmit, also 
auch für den VollzjUnder, d. h. den Stab mit kreisförmigem Quer^ 
schnitt und dessen Grenzfall, die unendlich dünne Saite. Auch hier 
ist wieder zu berücksichtigen, daB Stab und Saite unter beliebiger 
achsialer Spannung stehen können. Biese beeinflußt nur den Wert 
des Torsionsmoduls F (\md die Dichte q\ aber nicht die Art der 
Bewegung. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Torsionswellen 
ist von den Querdimensionen des Stabes unabhängig und h&ngt 
nur Yom Material ab. Sie ist im allgemeinen kleiner als die der 
Longitudinalwellen, da ist 

IS. Bewegimgsgleiehiiiig der Tranavenalflohwliigimgen 
von Saiten. Die Saite habe den überall gleichen Querschnitt 9, 
die überall gleiche Dichte ^, erstrecke sich in der jp-Bichtung und 

werde durch die auf die Endflächen wirkende spannende Kraft P, 

p 

also durch den pro Flächeneinheit wirkenden Zug p - gespannt. 

Die Kraft P kann z. B. durob pin augehängtes Gewicht erzeugt 
werden; sie wirkt dann gleichm Ujig auf alle Querschnitte der Saite. 
Jodf r VOD ihnen wird durch sie um eine mit P proportionale Strecke 
in der Saiteniichtung x aus seiner natürlichen Lage entfernt. Diese 
Verschiebung Uq bleibt konstant, sie charakterisiert die Buhelage 
der gespannten Saite; über sie lagern sich die periodischen Ver- 
schiebungen der Schwingungen, die mit w, t', iv bezeichnet werden 
Bollen. Im allgemeinen kann die Saite die Form einer (doppelt 
gekrümmten) Raumkurve annehmen, wenn nämlich außer u beide 
Transrersalyersehiebungen v und w Torhanden sind. Da aber die 
Yerrückungen unendlich klein bleiben sollen, so gilt das in Nr. 5 er- 
wfthnte Superpositionsprinsdp. Man kann auf Grund desselben rück- 



Drehmoment = — Uttr^dräsc 




(7) 
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wttrts die allgemeine Transversalveracfaiebung in zwei unabliängig 
Toneinander yerlaofende Verschiebungen v und w zerlegen, die in 
je einer festen Ebene erfolgen. 

Wir nehmen jedoch zunUchst den allgemeinen Fall an, daß die 
Punkte der Saite nach allen drei Koordinatenriclituniren V^errük- 
kungen ir prfalsren. Infolge der neben /; und ir vorhandenen 
Verrückung n delmi sieh die Saite in ihror f^igenen Richtung, die 
mit s bezeirhnet werden soll; ein Längeneiement der Saite wird 
durch ds dnrgestellt. Mit dieser Dehnung in der Richtung ist 
auch eine Vergrößerung der vorhandenen Spannung p verlmnden; 
aber Dehnung und Spannuugsvergrößening sind unendlich klein. 

Liii Tunkt ^'l der Saite gelange durch 
die Verrückungen m, iv nach A' (Fig. 6); 
der um dx von Ä entfernte, benachbarte 
Punkt B erfthrt die V errftckungen u äu^ 
6«iüic-he Yeracbiabang der ^ + äv, dw Und gelangt nach B\ Da- 

PlUlkte einer mImmiimi l>*x4'7j' j :i j OU ^ , 

s»tt«. bei ist A B =ds und aw — 5- aac =» i* dx. 

dv^v'dx. dw — w'dXy indem «' fOr v' fftr «?' för |^ 
gesetzt wird. Die Koordinaten der Endpunkte von ds sind also 

x-\- dx-{-u-\- du^ v-{'dVy w-{-dto. 

Daraus folgt 

d9*^{dx -h duf H- dt;* + dw^ 

-''»'[('+r:)+(i-:)+ö']=''»'t(x+"7+«''+«'''j. 

Da nun u\ v\ w' unendlich Hein von derselben Ordnung smd, so 
folgt mit VemachUssigung quadratischer und höherer Glieder 

(8) d5 = ti^ (l -i- w'J. 

Es ergibt sich also, wie es sein muß, eine 
lineare (unendlich kleine) Dehnung. 

Sind ferner a^ß^y die Winkel, welche ds 
mit den Achsen s^y^ B bildet, so folgt (ygl. 
B V+rfi Fig. 7) 

tAn^.^^t^^ . .[dX'\'du^dSfx^a, dv^dseosß, 

liüii iaeiiier Verrttckung. \ ~» HS COB y , 
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luid hieraiis erhält man mit Rücksicht aaf (8J unter Vernaciiläs- 
sigung uneodlich kleiner Glieder 

(10) eosa-l, coa/?-^-», cosy-r^«w. 

Die>i herleutet, daß die Saite nahezu gerade bleibt, so daß man 
fiberall s durch x ersetzen kann. 

Die Dehnung der Saite ist w'; also wird die gesamte in der 
Saitenrichtung d. h. angenähert in der Richtung x wirkende 

spannende Kraft P+g£tt'«*«P+9'^^i wobei E der Dehnangs- 

modal für die durch P gespannte Saite ist. Diese 8|»annung ist 

längs der Saite nicht mehr konstant, da »~ sich langsam mit dem 

Orte ändert; P dagegen ist konstant. Auf das Längenelement 
äx (= ds) der Saite zwischen den Punkten A und B wirken also 
am Pnoktil die Krafbkomponenten 

X = — (P+ qEu) COS « — — (P -f qEu') 

(11) T (P -\- qEu) cos ß'^-lp-^- qEu )v\ 

U - - (P H- qEu) cos y — — (P + qEu)w. 

Sie sind mit negatiTem Vorzeichen Tersehen, weil die Biehtnng 
der am Endpunkt A von ds wirkenden Kraft, die ron dem links 
gelegenen Saitenteil auf ds ausgeübt wird, offenbar nach links, 

d, h. in die negative a;-Richtong fUllt. 

Am Punkte B wirken ebenso (hier mit positivem Vorzeichen 
Yersehen, weil die Spannung nach -f ^ hin wirkt) die Kräfte 



(IIa) 



dx 



Die «Igelnraigcbea Summen Ton X und X^**^, T und T<^**''> 
«»w. ^d die suf das L&ngenelement dx wirkenden Eisrte; sie er- 

geben sich zu*) qE^dx^ P^J^dx, P|^(ia?. Diese Großen müssen 
1) Bei dieser Ableitong ist su beachten, daß P konstant, alte 

BP 

^— =s 0 ist. Weiter i»t die infolge der Ausbiegung und der dabei 
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gleich den eutsprechendeu beschleunigeodeu Kräften Min, d.h. gleich 
m m ^^'^t^ 1 woraus, da die Masse m » ^qdx U% dnreh 

Gleichsetzung beider Seiten and Weglassung identischer Faktoren 
rechts und links folgt 

^^^^ Wgdx*' WJdx*' 
Alle drei Yerräckungen befolgen also formell dasselbe Gesetz 

wobei die Konstante c, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
Wellen, gegeben ist durch die Beziehung 



(14) 



C!^ = — fOr liongitudinalwellen 

• p P 

— — — für Transrersalwellen: 

9 ' 



QQ ist die Masse eines tSaiteo Stückes von der Länge Eins und wird 

auch Längendichte genannt. 

Die Longitudin 51 1 wellen der Sailen unterschfiden sich in 
nichts von denen der Stäbe, für beide hat c den t.'leichen durch 
die Materialkonstante E bestimmten Wert c^. Die Fortpfianzungs- 
geschwindigkeil Jei Forsi onswellen war nach Nr. 17 ebenfalls 
durch eine Materialkonstaute, den Torsionsmodul F, bestimmt; 
sie ist durchweg kleiner als die der Longitudinalwellen, da F<iE 

(E E\ 
Im Mittel ist = — bis ^ j. Die i^'ortpüanzuugsgeschwindig- 



P 

eintretenden Verlängerung su — hinzukommenden Zueatzspannung 

P '/ 

Eli klein gegen — . Daher kann in der Summe P -\- qEii das letzte 
Glied vernachlägsigt werden; das bei der Differentiation noch auf* 
tretende Glied ist aus demselben Grande zu ▼emachlfiseigen, 

weil qEv von derselben Größenordnang ist wie q^Eu'. Will man nur 

die (ileichunfyen der Transversalechwint^ungeu ableiten, so kann man 
von vornherein die Zusatzkraft qEu gegen 7* vomaclilässigen Für 
eine strengere Herleitung der Gleichungen i,l2; hat man die Uiei- 
chungen (6) Yon Nr. 8 anzusetzen und X^^^, y.^^^ usw. aus den Grenz- 

bedingungen Nr. U zu berechnen, indem man die äußeren Kräfte 

2, 3 sämtlich gleich Null annimmt. 
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keit der Tr a n s v e r s a hv e 1 1 e u (von Sait en) wird d urch die willkürlich 
wUlilbare Spannung p bestimmt und ist daher wie diese willkür- 
lich zu verändern. Sie ist immer wesentlich kleiner als jene beiden 
ersten Werte, da die anwendbaren Spannungen, die natürlich unter 
der Grenze der Zerreißfestigkeit, meist sogar sehr erheblich dar- 
unter liegen, weit kleiner sind als der Dehnungsmodul. Der Größen- 
ordnung nadi ist das Yevlillltnis etwa 1 : 100 bis 1 : 10 000, so daß 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten von Transmsal- und Longi- 
tddinalwellen (und daher anch die zugehörigen Schwingungs- 
zahlen) sich wie 1 : 10 bis 1 : 100 verhalten. Tabelle 1 gibt eine 
kleine Übersicht darfiber; ftlr die Konstanten E und die be- 
kannilich je nach der Herkunft und Bearbeitung des Materials 
etwas variieren, sind die vou F. Kohlrauseh') zusammengestellten 
mittleren Werte angenommen worden. 

Id. Integpration der Bewegungsglcriohung naeh d'Alem- 
bert. Die Integration der Differentialgleichung (3) in Nr. 16 bzw. 
(13) in Nr. 18 kann nadi zwei verschiedenen Methoden erfolgen, 
die von d'Alembert und von D. Bernoulli geftinden sind und 
das Integral in verschiedener Form liefern. Die Bernoulli sehe 
Lösung mittels partikulärer Integrale ist für die Akustik die 
wichtigere; sie stellt die ausgebildeten stehenden Sthwingungen 
dar. Die d'Alembertsche Lösung lehrt die Ausbildung dieser 
stehenden Schwingungen aus fortlaufenden Wellen durch mehr* 
fache Reflexion an den Enden des schwingenden Systems kennen. 

Die d'Alembertsche Lösung. 

Durch Einführung zweier neuer Variablen ^ und anstelle 
von X und ^ die linear mit diesen znsaramenhängen, wird die vor- 
liegende partielle Differentialgleichung 1. Ordnung und 1. Qrades 
umgeformt. Man setzt 



(15) 



i==x-jrct also a;=^(|4-tj) 



Daraus folgt 

l) F. Eohlrausch, Lehibneh der prakt. Physik, 11, Anfl., 1910, 
TabeUe 80 auf S. 709. 
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und durch Einsetzen dieser Werte geht die DifferentialgleLchung 
(18) über in 

Diese Gleichung liefert, nach i} integrierfc, 

wo </> ( 5) eine Funktion bloß von ^, nicht auch von tj ist; und 
dies gibt, nach ^ integriert, 

(17) «-«=a>(|)+ a'(ij)=(P(ajH-cO + «^(«— «O- 
Hinzuf&gung einer Integrationskonstante ist nicht nOtig, da diese 
schon in 0 oder ^ mitenthalten zu denken ist. 

Diese Lösung zeigt, daß die allgemeine Bewegung, welche der 
Differaitialgleichung genügt, die Übereinanderlagerung zweier, in 
ihrer Form zunächst beliebiger WeHenzfige ist, von denen einer 
nach der positiven rc-Richtung, der andere (<P) nach der nega- 
tiven aj-Riclitung hinläuft, und zwar beide mit derselben Ge- 
schwindigkeit c (vgl. dazu Bd. I, Nr. 8).^) Die Form der Funk- 
tionen 0 und sowie die Entscheidung darüber, ob beide oder 
nur eine und welche von ihnen in Betracht kommen, wird durch 
den Zustand der Saite, den sie 7ai irgendeiner gegebenen Zeit 
(meist dem Anfangspunkt der Zeit) bo^itz^ \md durch die Be- 
dingungen, welche an den Enden der Saite (^oder des Stabes) zu 
erfüllen sind, bestimmt, d.h. also in der gebräuchlichen Ausdrucks- 
weise durch den Anfangszustaud und die Grenzbedingungen. 
Man kann diese zusammenfassend als zeitliche und räumliche 
(oder örtliche) Grenzbedinguugeu bezeichnen. 

1) Dafi die Verbindoog der Orts- und Zeitrariablen x und t in 

der Form x et und x — et ah Argument beliebiger Funktionen 
ein Fortachreiten der Pe^roj-Mnii in Wellenform ergibt, erkennt man 
leicht. Diese mit | und 7] bezeichneten Größen und damit auch die 
FunktionBwerte ^ bzw. W bleiben offenbar dieselben, wenn man mit 
t auch X in geeigneter Weise variiert, d. h. zu einem anderen Orte 
(in Richtung wachsender oder abnehmender x) übergeht. Wenn t 
um dt wächst, muß x um dx~cdt zunehmen (bei der l-'unktion 
mit dem Argument x — et) oder abnehmen (bei derjenigen mit x-\-ct)i 
damit das Argument nnd die Funktion konstant ihren Wert behalten, 
üm die Strecke dx ist der Zustand in der Zeit dt fortgewandert, 
und das Verhältnis dx'dt, das? sich hier konstant -ac ergibt, ist 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit (vgl. Bd. I Nr. 8). 
Jialühne: Aktutik IL 4 
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Die rüumlicheu Greuzbedmguiigeii köuiieu je uacli den Um- 
stttuden verschieden gewählt werden, sind aber meist durch die 
Natur der Dinge iu jedem emzelnen Fall auf eliügc besondere be« 
schrSnkt; bei einer biegsamen Saite z. B. mflsaen dfenlHir beide 
Enden befestigt (eingeklemmt) sein, bei einem Stab können sie 
fest oder frei sein usw. Als ideale Fälle kOnnen allerdings aueh 
die Torkommen, daß ein oder beide Enden im Unendlidien liegen, 
80 daft ee gleicbgftltig ist, wie sie dort beschaffen sind. Doeh ist 
das lediglich ein gedachter Fall, der nur immer kurze Zeit ver- 
wirklicht ist, nftmHch immer nnr solange, als eine Ton einem 
mittleren Pnnkt der Saite ausgehende Welle noch nicht das Ende 
erreicht hat, an dem stets Kefilexion, also Störung der ursprüng- 
lichen Bewegung stattfiridot. Für die Akustik kommen diese Fälle 
praktisch nicht in Betracht, sie sind aber trotzdem wichtig, weil 
sie in das Wesen der Wellenbewegang und die Entstehung der 
stehenden Wellen oder Schwingungen Einblick gew&bren. 

20. Bftumliolie und zeitliche Grenzbedingungen. Der 

Anfangszustand (zeitliche Grenzbedingung). Für alle 
Punkte des schwin^^enden Systems mufi Lage und Geschwindig- 
keit zu einer beliebigen Zeit gegeben sein, dann ist der weitere 
Verlauf der Bewegung nach den Gesetzen der Dynamik völlig be- 
stimmt. Es müssen also 

Yerrüekung m (bzw. v und w) als Funktion von x 

und 

Geschwindigkeit fbzw ^ usw.j als Funktion von x 

für alle Werte x längs der ganzen Stab>(Saiten-)länge für diesen 
einen Zeitmoment gegeben sein. 

Die (räumlichen) Grenzbedingungen. Sie sind für die 
verschiedenen Fälle gesondert zu behandeln. 

L Longitudinalschwingungen von Stäben. Per Stab 
kann an irgendeinem Punkte seiner Länge (z. B. in der Mitte) 
eingespannt sein, dann sind beide Enden frei, oder er kann an 
beiden Enden festgeklemmt sein (beide Enden fest); oder schließ- 
lich kann ein Ende fest und eines frei sein. Der wichtigste Fall 
ist hier derjenige mit zwei freien Enden. 

An festen Enden — und ebenso natürlich an etwaigen Klemm - 
stellen auf der Länge des Stabes, die zu Knoten werden — muß 
offenbar die Yerrüekung u = Q sein. Da die benachbarten Quer- 



Digitized by Google 



20. Räumliche und zeitliche Grenzbedingungeu 41 



schnitte sich diesen Querschnitten periodisch nähern und entfernen, 
so finden hier periodische Dilatationen und Kompressionen, also 
Dichte äuderungen, und zwar in besonders hohem Grado statt. 

An freien Enden ist die Beweglichkeit nicht beschränkt und 
es findet kein Widerstand, kein Gegendruck statt. Daher ist an 
diesen Stellen auch keine Dilatation oder Kompression und Dichte- 
änderung vorhanden Für ein freies Ende gilt daher die Bedingung 

II. Türsioühscb wingungen von Stäben. Hier gelten ähn- 
liche Betrachtungen. Die Enden können fest (eingespannt) oder 
frei sein. 

An festen Enden — und ftberhaupt an den Befestlgungsstenen 
des Stabes — mnB der Drehungswinkel iff — 0 sein. 

An freien Enden Yerschwindet die Schening, also muß dort 

^ = 0 sein. 

III. Longitudinal- und Torsionsschwingungen von 
Saiten. Die mathematischen Bedingungen haben dieselbe Form 
(ua-0 bzw. t/; = 0) wie bei Stäben j es kommen nur feste Enden 
vor, freie sind hier ausL^escldossen. 

IV. Tra n s versa Iscli \v in gu n ge II von Sait en. Anch hier 
sind nur feste Enden zu berücksichtigen. An die'^on nmÖ die 
Verrückung verschwinden, d. h. es muß v (bzw. w) — U sein. 

21. Berechnung von <f^(aJ + Cf) und W{x — Ct) aus den 

Anfangs- und Grenzbedingungen für den beiderseits unbe- 
grenzten Stab (oder Saite). Zu unterscheiden sind die drei Filllo 
des beiderseits unbegi*enzten, des einseit ig begrenzten und des beider- 
seits begren/ten Stabes (oder der Saite). 

a) Bbidei >eiL.s unendlich langer, unbegrenzter Stab 
oder Saite. { Räumliche) Grenzbedingungen sind nicht vorhanden. 
Die zeitlichen BedinLningen in der Form der Anfangsbedingungen 
sind: zur Zeit ^ = 0 nuiß Lage und Geschwindigkeit der Teilchen 
als Funktion ihrer liuhelage .r längs des ganzen Stabes^ also von 
as — — oo bisx=H-oo gegeben sein. Wenn man diese Funktionen 
f(ai) und ff{x) nennt, so sind die Anfangsbedingungen: 

(18) Für<-0: u,-fQc) und (^)=K«)- 

Das liefert mit Kücksicbt auf Gl. (11) m Nr. 19, indem mau 
darin t — O setzt, bezw. sie nach t differentiiert und dann ^ = 0 

4* 
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seUty die Bestimmuiigsgleicbiuigeii für (P und 

(19) 0{x) + V(x)~u,~f(x), 

(20) c4>'(*)-««P'(*)-g)-ff(«). 

^' und 'P'' bedeuten die Differentialquotienten von und ^ 

nach dem g-anzon Argument der Funktionen, also nach x et bezw. 
a; — ct. Durch Miiltiplikation H^r Gleichung (20) mit dx und In- 
tegration nimmt sie die Form an 

(20a) <P(a?) — W{x) J g(x)dx 'ZC, 

wo das Integral auf der rechten Seite natürlich ebenfalls eine von 
ji; » — oo bis + oü gegebene Funktion von und 2 C die will- 
kfizüche IntegrationBkonstante ist. 

Durcli Addition und Subtraktion von (19) und (20a) folgt 



(21) 



Statt mit X kann mau nun das Argument beliebig anders be- 
zeichnen. Setzt man nach. Ausführung der Integrationen statt x 
in der ersten dieser Gleicluuigen ct^ in der zweiten x — ci ein, 
80 erhält man die gesuchten WellenfVmktionon 



(2U) 



Bei der Bildung von u durch Addition der beiden ^^'ellen füllt 
die Konstante C ganz weg, sie ist also belanglos und kann des- 
wegen «= 0 gesetzt werden. 

Im allgemeinen sind 0 und W beide von Null yerschieden, 
es entstehen also im allgemeinen zwei nach entgegengesetzten 
Bichtungen fortschreitende Wellen. Soll nur eine, etwa die nach 
-^x fortschreitende entstehen, so mu0, damit die andere, hier 
^, dauernd verschwindet, eine Beziehung zwischen f(x) und g(x\ 
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d. h. zwiscben Gestalt der Schwiogimgskurye und Geschwindigkeit 
der Teile, bestehen; nämlich in dem gewählten Beispiel 



Durch Differentiation laßt sich diese Bediaguug etwaü umformetii 
und man erhält: es ist dauernd 

= 0 , wenn g{x)=^ — cf* {x) , 

«F=»0, wenn ^f(ic) — + c/^(a5) 

ist. Im ersten Fall ist nur eino nach -|- a-, im zweiten nur eine 
nach — X fortschreitende Welle vorhanden. Die Fälle, in denen 
eine der beiden I'unktionen f{x) und g{x) gleidi KuU ist, wo 
also zur Zeit Kall die Saite — um diese als anschanlichstes 
Beispiel zn wählen — aus einer von der Buhelage abweichenden 
Lage ohne Anfangsgeschwindigkeit losgelassen wird = 0) oder 
in der Buhelsge durch einen Sto6 oder Schlag eine Geschwindig- 
keit erhält (f »0), ergeben immer zwei nach und --x foxt^ 
schreitende Wellen. 

1. Fall: Gezupfte, d. h. ausgebogene und losgelassene 
Saite. Es ist g{ii6)^0. Die beiden Wellen werden 

(22) 0{x-\-ct)=\fix^ct), W(x—ci)=^y{x — ct), , 

indem man, wie erlaubt, (7=0 setzt. 

Das bedeutet: einn durch das Zupfen erzeugte Ausbiegung 
(Wellenberg j teilt sich in zwei 
gleich «jestaltete, nach -f- r und ~x ^ — 
fortschreitende Wellen von der lial- - — 

ben Höhe des lierges (Fig. 8). Die yi«- »• 

Verrückuiur der Teilchen (Eloncra- '^•""r» V w^^? ä t«! 

_ ^ _ V nach linkii fortiobreitendo WeUe («> nnd 

tion) hat bei beiden dieselbe Kich- eine nach rechttfort«chzeltendeWelle'i'' 

tung +v. «"•^ 

2. Fall: Geschlageue Saite. Es ist f'(x) = 0. Die beiden 
Wellen werden, indem wieder C = 0 gesetzt wird, 



(88) 



x = a + ct 
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Das bedeutet auch die Entstehung zweier in der Form gleicher 
Wellen, die in entgegengesetzter Richtung laufen; nur sind die 
Verrüokungen (Elongatiouen) der Saitenteilchon nach entgegen- 
^^fi^d^ gesetzt on Richtungen (-|- v und — r) 

A*-' • gerichtet ( Kig. 9). In diespr Darstel- 

lung mi der LMÖßoren Einfachheit 
^ wegen angendinineu, daß das Integral 

^ i)« ^ / g(x)dx an den finden des geschlar 

Entstehuöf; der beiden \\ olleu '/> und t.' ^ ^ ^ " 

v'aiif der KOBciiiaKeuen fsuito spe- genon Stückes Null wupd, DazQ ist 

aieller Form des Vehlages. «a j< r% «-«j'^-j. 

nötig, daß die Geschwindigkeit 

v' =g(x) der Saitenteilchen innerhalb dieses Stückes zum Teil 
positiv, zum Teil negativ gerichtet ist, und zwar so, daß die 
Flächenintegrale beider Teile dem absoluten Werte nach gleich 
sind. Bei dem Anschlag eines Hammers an die Saite (z. B. bei der 
Klaviersaite) ist diese Voraussetzung gerade nicht erfüllt, worauf 
hier zur Vermeidung von Mißverständnissen und Irrtümern auf- 
merksam gemacht werden soll. Ein solcher Schlag erzeugt nur 
Geschwindigkeiten nach einer Seite hin. 

22. Bereohnniig Ton 0(iV<f Ol) und ir(a0— ef) für den 
einseitig begrensten Stab (oder Saite), b) Einseitig, bei 

0, begrenzter Stab (Saite). Zu den in Nr. 21 abgeleiteten 

Sätzen konmien hier noch solche, welche aus der Berücksichtigung 
der Grenzbedingung bei jp — 0 hervorgehen. Die an diesem Punkt 
eintreffende Welle 0{x + c£) wird reflektiert und zwar je nach der 
Art der Grenzbedingung in verschiedener Weise; an einem freien 

Stabende erfolgt die Reflexion ohne Phasenflndernng, d. b. Wellen- 
berg al> Berg, Wellental als Tal; an einem festen (eingespannten) 
Stab- odei- Saitenonde mit rhaseuumkehr, d. h. Wellenberg als Tal, 
Wellental als Berg. 

Der 8tab oder die Saite erstrecke sich von .'r = 0 bis o; = -|- oo. 
Die Anfangsbedingungen, d. h. die Funlctionen f{x) und ^fj*), 
sind infolgedessen nur lür W erte von x zwischen 0 und + oo 
gegeben. 

(ireuzbedingungen bei a; ^ 0 sind: m = 0 für ein festes, 

du 

^ = 0 für ein freies Ende. 
ox 

1. Fall: festes Stab-(Saiten-)ende bei X'^O, Ans der 
Grenzbedingung u = 0 für a;»0 folgt, wenn man in (17) Nr. 19 

-* 0 setzte die für alle Zeiten gültige Bedingung, 
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(24) O{ct)i-^f{—ct)^0, oder e) = — <P{e)y 

indem man das Argument statt dui'cb et allgemeiner durch den be- 
liebig gewählten Bnchstaben r ausdrückt. Diese Oleicbuüg in 
Verbindung mit (21 ) erlaubt, (D nr.d U'' für alle vorkommenden 
Argumentwerte, aus den Anf»ng-sl)odinguiigeu zu berechnen. 

Durch (21) allein sind O und W hier nur für positive Argu- 
mentwerte bestimmt, da f(x) und g{x) nur für solche AYerlo ge- 
geben sind. Man braucht aber W auch für negative Argumente, 
da aj — et für hinreichend große Werte der Zeit t bei jedem Werte 
X schließlich negativ wird. 0 dagegen enthält bei i)ositivem t nur 
positive Argumente x -\- ct. Will man jedoch m die Vergangen- 
heit zuiückgehen — etwa um zu sehen, wie der angenommene 
Anfangszufltänd seinerseits wieder dureli Ubereinanderlagerang von 
Wellen entstanden ist — , so Inraneht man auch 0 mit negativen 
Argumentwerten. Dazu dient ebenfalls (24), indem man daselbst 
t bzw. g negative Werte beilegt. 

Physikalisch betrachtet ist der Vorgang folgender: Die zur 
Zeit i'^O vorhandene, auf irgend eine Weise entstandene Welle 
W(x^ei) schreitet nach rechts {-^at) hin unverändert und un- 
behindert fort, indem immer diejenigen Stücke des Stabes oder 
der Saite von der Bewegung ergriffen werden, für welche das 
Argument x — ct zu der betreffenden Zeit innerhalb des Inter- 
vaUes liegt, in dem dio Punktionen f und g bezw. eine von ihnen 
von KuU verschiedene Werte haben. 

Die zur Zeit t = 0 vorhandene Welle 0{x -i- et) schreitet ebenso 
nach links (—x) fort, bis sie den Punkt x~0 erreicht. Dort wird 
sie reflektiert, d. h. in eine Weile 'i^' umgewandelt, die die 'Form 
der bisherigen Welle 0 liat, jedoch mit negativen Ordinalen 
[vgl. (24)], und die nun nach rechts (+ic) hin fortschreitet. Die 
nach links laufende Welle 0 scheidet damit aus, und es bestehen 
nunmehr zwei nach rechts (-f .>) hintereinander herlaufende \V eilen 

die vordere von der ursprünglich vorhandenen ^^-Form, die 
nachfolgende von der (umgekehrten) Form der ursprünglichen 
<P-Welle. 

^Miiii kciüa sich das Verhalten einfach veranschaulichen, wenn 
man sich die Saite (den Stab) über x = 0 hinaus nach — oo hin 
fortgesetzt denkt. Die nach links laufende ^ -Welle tritt dann bei 
x^O auf diesen gedachten negativen Teü über, scheidet also aus 
dem reellen System aus; dagegen tritt, von der gedachten negativen 
Verlängerung herkommend, eine Welle auf die Saite über, welche 
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.die Form der verschwundenen CP -Welle besitzt, jedoch gespiegelt 
in bezog auf die y-Achse und auch die a^Achse {Yg\. die Fig. 10). 

Die ubereinanderlage- 
rung der ankommenden 
Welle <P und der reflektier- 
ten Welle (mit negati- 
ven Ordinaten) ergibt an 
der Stelle x~0 dauernd 
Rulle, wie man auch aus 
der Figur sofort ersieht. 

2. Fall: Freies Stab- 
endebeijC^^O. Die Grenz- 
bedingung ist 1^ = 0 für 

x — 0. Unter Zugrunde- 
legung derselben ergibt sich 
aus der nach « differenti' 

ip'(_^)«-<p'(4 

(26) 7p(—ß)^-\~0{z), 

Diese Gleichung, welche Gl. (24) entspricht, zeigt, daß im 
Gegensatz zu dort die Retiexion ohne Phasenumkehr erfolgt, also 
Wellenberg als Berg, Wellental als Tal (positive Reflexion). Für 
die beim Überschreiten des Punktes x -= 0 ausscheidende Welle 
0(x -\- et) tritt eine au Form gleiche, nur in bezug auf die ^-Achse 
gespiegelte Welle *¥(x — et), die nach wachsenden x hin fort- 
schreitet, auf den Stab über (Fig. 11). 

23. Berechnimg von 0{x-^Ct) und W{x — Ct) für den 
beiderseits begrenzten Stab (oder Saite), c) Beiderseitig, 
bei a; = 0 und x = l, begrenzter Stab (Saite). Für die An- 
fangsbediugungen, also die Form der Wellen, bleiben die früheren 
Sätze (vgl. Nr. 2l) in Kraft. Die räumlichen Grenzbedingungen er- 
geben hier an beiden Enden Beflexionen, so daß die einmal er- 
zeugten Wellen dauernd Uber den Stab (die Saite) hin und zu- 
rück laufen. 

Sind die Grensbedingungen an beiden Enden gleichartig (d. h. 
sind beide Enden fest oder beide Enden frei), so wiederholt 



Fig. 10. 




Flg. 11 



Fig. 10: Negatire JEtoflexion an fectei 
Tig. 11 : Pocltfre B«flezion an flreiem ^BnA9 einei 
Stabes. 

Ausgesogene Kurve : uaoix iiuka laufende 

«^-^vcno. 

Gestriohalt« Kurr« <■-•.•—: nach nchta laoland« 
V^-Walto. 



ierten Gl. (17) in Nr. 18 

(25) 0\ct)-\- W'{-ct)=0 oder 
Durch Integration folgt daraus 



f 
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sich offenbar jeder Vorgang genau, in der ursprÜDglichen Form, 
nachdem die Welle an beiden Enden je eiunial reflektiert worden 
ist, also die Stablänge l zweimal durchmessen hat. Man braucht 
sich nur das Bild der reflek« 



tnioa Ende 



freies End« 











^ ^^^^ 




\ 

\ 
\ 

\ 







faitoi Ende 



IwtM Bnd« 



Flg. 12. 

BUn- und Hergang einer Welle über einen 
beld«neitig begrenzten Stab mit einmaligw 

Reflexion au jedem Btabende. 

a: SUb mit % freien Endes, 
h\ Stab mit 1 ÜMten Sudsn. 



tierten Welle zu yergegenwfüv 
tigen, um dies su erkennen. 
In Fig. 12 sind die einzelnen 
Phasen, die Hin- und Her- 
gänge einer Welle, bis sie 
wieder die ursprfinglicbe Form 
und Biciitung hat« dargestellt. 
Diese Phasen, bier zwei, sind 
mit den Zahlen 1 und 2 be- 
zeichnet. Die nach links ge- 
hende Wellenphase, 0, ist 
durch eine ausgezogene Kurve, 
die nach rechts gehende, 

drneh eine gestrichelte dargestellt. Alle Vorgänge sind also in 
diesen beiden Fällen periodisch, und zwar mit der räumlichen 

Periode der doppelten Stablänge. Die seiilicbe Periode ist 2*»— ; 

das ist die Zeit, iii welcher die Welle mit der Geschwindigkeit c 
die Strecke 2^ durchläuft. 

Sind die Grenzbedingungen an beiden Enden ungleichartig, 
d.h. ist ein Ende fest, dns andre frei, so findet au jenem nega- 
tive, an diesem positive Ue- 
flexion statt, uijd das bewirkt, 
daft sich jeder Vorgang erst 
nach vier Reflexionen, je zwei 
an jedem Ende, vollkommen 
genau wiederholt (vgl. Fig. 13, 
fttr die das bei der vorigen 
Figur Gesagte gilt; nur sind 
hior vier Phasen zu unter- 
scheiden). Hier ist also die 
r&amliche Periode doppelt so 
lang, nämlich gleich der vier- 
finchen Stablftnge 4{. Die zeit^ 

liehe Periode ist T»»— , also 



fiBttas Bttda 



fr«l«i Bnde 











\ 

\ 
\ 








* 


\y< ' 


'<^\ 













ImIm 

Fig. 13. 

Htn« nnd Hergang einer Welle <kbex einen 
beideneitig begrensten Btnb mit Bifelmdigw 
SeflMion an jedem Ende ; link« feetee, xeiÄte 

freies Eude. 

er: die beiden ertten, 

§\ die beiden leisten fhMwn dee Voigufae. 



Digitized by Google 



48 8. Kap. BigenfGhwingungen Tom Tjpaa der Sutenschwingungen 



auch doppelt so groß wie im vorigen Falle. Das bedeutet, daß die 
(Grund-) SchwiDguDg eines solcken Systems doppelt so langsam 
erfolgt, wie die eines Stabes oder einer Saite mit zwei gleich be- 
schaffenen Enden (vgl. auch Nr. 2S). 

Das Spiel der hin und her hiufenden Welle, die an den Punk- 
ten X'^O und sß^l reflektiert wird, läfit sich darstellen, indem 
man sich zwei gegeneinanderlaufende Wellenzüge denkt, von denen 
der eine nach +jr, der andere nach — x fortschreitet, and deren 
Übereinanderlagemng innerhalb der Strecke x^O his x^^l den 
Schwingungszustand daselbst ergibt Im ersten Fall (beide En- 

f«t fest 





Äi 


r\\ i/Ai 


y 


■ 1 
t 


1 ^ ^ ^ ^ 



Müddl zur Veranicluiulicluing lor Wcllcnbpwogung auf einem beiderneif s ffst in» 
geaptuiuteQ btab (SaU«) swisohea 0 und l. Die aaegeeogonen Wellen lanfeu u»cb Uiika, 

dto gettrlohelten utoh reofau. 

a und b lind di« b«ld«tt e m tgogm g Mrtaten Phaiai das TorfngBB. 

den fest oder beide Enden frei) ist die Welle periodisch mit 
der Läuge 2/, d. h. es iüt immer derselbe Zustand vorhanden inner- 
halb der Felder jj — 0 bis x = l, bis 3?, il bis 5^ usw. 
und auf der negativen Seite zwischen — l und — 2 — S { und ^41 
usw.; der zu dem Yorigeu spiegelbildliche Zustand (vgl. Nr. 22 und 
Fig. 10) ist Torhandea auf den Strecken f bis 2 3 1 bis 4Z usw., 0 bis 
— {, — 2{ bis 31 usw. Die erstgenannten Wellen schreiten nach 
der einen Richtung (etwa nach links), die letztgenannten nach der 
entgegengesetzten, also nach rechts hin fort (Fig. 1 4). Dieses Modell 
yeranschaulicht die Bewegung der direkten und reflektierten Welle <P 
im Gebiet Ton x-"0 bis x^l. Gleichzeitig kann aber natürlich 
noch eine Welle ^^ vorhanden sein, die von ^ => 0 an in diesem 
Gebiet nach x hin läuft und ganz entsprechende Reflexionen an 
deuEndpn nrleidet. Diese Welle wird durch ein ähnliches Modell 
veranschaulicht, nur ist hier die ursprüngliche Bewegung nach + x 
(rechts), die reflektierte nach — x (links) hin gerichtet. Beide Wellen, 
<2> nnd zusammen mit ihren reflektierten Wellen, geben die all- 
gemeinste Bewegung, die überhaupt möglich ist 
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Sind 0 und Sinuswellen von gleicher Amplitude, so ergibt 
sich als Resultat der Ubereinanderlageruutr beider Wellenzüge die 
stehendo sinusförmige Schwingung der Saite oder des Stabes mit 
Knoten hezw. BUuchen an den Enden (und eventuell einem oder 
mehreren Knoten und Bäuchen im Innern der Saitenlän^^e), wenn 
die halbe Wellenlänge — der Wellenberg oder das Welloutal — 
gleich der Stabläuge (Saiteolänge) l oder einem ganzzahligeu Sub- 

mnltiplum derselben usw.^ ist. Vgl. Fig. 15. 

fest f0rt 




Fig. 16. Modell aar Wellsnbeweguug wio in Fig. 14 mit Sistuwellen. Bildasg it«li«n' 
der W»1]*B mit Knoten nn beiden Enden (f »o und »=^1), 

VhR t Maximair i:! mgation der roBultiercmluu ScVi » ii i^'img (iIbA «iigeiogenA 

Kurve); die orzougeuden Wellen fallen genau iüioreinaudor. 
Phase b: Klougation Noll der fMnltteienden Kt Ii A u^ang; die eraengenden Wellen 

(nach links laufende «uttnogtüf M/oh rechte laufend« geetriehelt) haben Abereil 

«ntgttgcngeietKte Blongatlon. 

Durch Übereinanderlageruog verschiedener Sinuswellen, deren 

21 l 

Länge 2 2, 2, y , usw. ist, also im Verhältnis der ganzen Zahlen 

abnimmt, kann man b'^etiig geformte stehende Weilen erhalten; 

• t 

denn diese Ubereinandei lageruug stellt, mathematisch betrachtet^ 
in jedem Augenblick eine Fouri ersehe Reihe dar. 

Im zweiten Fall (ein Ende fest, das andere frei) ist 
die Welle periodisch mit der Periode 4/, d. h. es ist immer der- 
selbe Zustand in bezug aaf Form und Fortschreitungsrichtung der 
Welle Torhaaden in den Feldern dB«0 his «»1, af*^^llas 5/, 
8{ bis 9?..., —32 bis — 4^ — 71 bis — 81 usw., kurs immer in 
den um 4{ voneinander entfernten Feldern. Das entspreehende 
gilt für die anderen Felder, und zwar sind nach dem oben Ge- 
sagten nnd in der Fig. 13 Dargestellten für jede Welle vier ver- 
schiedene Zustände zu unterscheiden, von denen 2wei als Wellen 
nach rechts, zwei nach links fortschreiten. Die Yerteilung auf die 
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Tabelle 3. 



Bewegungarichtung der Welle 


nach 


nach 


links 


rechts 


links 


lechts 


1. Phase 


4 Phase 


3. Phase 


2. Phase 


0 bis l 


2 bis 27 


22 bis 3 2 


3/ bis 4/ 


4/ „ bl 


52 „ 82 


62 „ 72 


72 „ 82 


82 „ 92 

• 
• 


92 „102 

• 


102 „112 


112 „12 2 

• 

* 


• 

bis -42 


-22 bis -32 


- l bis -22 


0 büi - 2 


-71 „ -82 
■ 


-61 „ -72 

• 


-6Z „ -62 

* 

* 

1 


-4/ n -6^ 

• 
• 
• 



einzelnen Felder ergibt sich aus Tabelle 2 und Fig. 16. Die vier 
Phasen der Erscheinung, die durch das Übereinanderhinlaufen der 
vier Wellenzüge entstehen, sind untereinander dargestellt. Hierbei 
ist wieder nur die (auf der Strecke 0 bis 2) ursprünglich nach links 







y 

A 


\ / 

A 


■ « 

' 1 

1 1 

1 \ 

' 1 
1 


y 

• » 


■ 1 »' 

/ 

A 




i ^' 

Ia 




A, 


$ s 

/ \ 


1 y jy 

1 


A 


A 










y ! w, 

Ai A ■ 






Äi 



^ Fig. 16. — - 

Modell snr Yennsdutalichnn^ der WellenbeweRtifi^; auf einom liuks festeu, rechts 

fr. ii II St in /.wischen 0 und /. 
sind die 4 y«rftchied«ueu Hauptphason. Uezeiclmang wie bei Fig. \iL 
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( — x) laufende (^-Wdlt.» berücksichtigt, die infolge der llefiexionen 
außerdem zweimal als nach rechts laufende -Welle und noch 
einmal als nach links laufende </> -Welle erscheint. Außer dieser 
Welle kiinu noch eine ursprüng^Iich nach rechts laufende 'F-Welle 
vorhanden sein, die durch Reilexion zweiuial zu einer nach links 
laufenden <2> -Welle und ein drittes Mal zu einer nach rechts laufen- 
den 9* -Welle wird. Beide Wellen kQnnen gans Yersdiiedene Ge- 
^ stalt liaben. Ihre Phasen ordnen sieb offenbar so in die Felder 
des Bewegungsmodells ein, daß in jedem Feld eine naeb reebts 
nnd eine nach links schreitende Welle yorbanden sind. 




ModeU SOT WeUenbewegttiig wie i» Fig 16 mit ^^inusweUen. lUhlung stohender^WellMk 
mit 9ia»m Knoten «m Uakeii St*li«nd* («:=0) and einem Banoli »m reObten Ende («o I). 

Sind beide Wcllen/üge Sinusweilen von £,'1 eicher Länge (Periode) 
und 'Amplitude, so fii<^en sich ihre einzelnen Phasen zu zwei in 
eutgegengesetzt<^r Richtung übereinander fortschreitenden Sinus»- 
linien zusammen, die wie im vorigen Fall eine stehende Schwingung 
ergehen; nur treffen hier die Phasen immer so zusamnien, daß am 
festen Ende (j* = 0) ein Beweguugsknoten, am freien Ende (.v = l) 
ein Bauch entsteht. Damit dies zutrifft und die entstehenden Öinus- 
llnien glatte Kurven ohne Knicke und Unstetigkeiten werden, muß 
anf die Lange 2 ein ungerades Vielfaches der Viertelwellenläuge 
der Sinnswelle kommen (Fig. 17). Diese Figur zeigt in tt zwiseben 
0 und l den einen Wellenzug <D, der mit den auf der gedachten 
Verlftngerung des Stabes l fortschreitenden zugehörigen Wellen 2, 
3, 4 die ursprünglieb nach links gerichtete Welle ^ darstellt; 
ebenso in ß die ursprünglich nach reebts gerichtete Welle. Beide 
soperponieren sieb und setzen die stark ausgezogene stehende Schwin- 
gung zusammen, die in }^ in der ersten, der Wellenstellung a und 
ß entsprechenden Phase gezeichnet ist; es ist die Phase der maxi- 
malen Elongation. Die nur gedachten, außerhalb der Stablänge 
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gelegenen Wellenteile sind in y punktiert gezeichnet. Die stehende 
Schwingung hat hier am festen Ende a;«»0 einen Knoten, am 
freien Ende » 2 einen Bauch. 

S4. Integration der Bewegungsgleiohiingeii nach D. 
Bernoulli. ParÜknlarintegrale. Normalfluiktionen. Lösung 
von Daniell Bernoulli durch Znrspaltung. Diese Lüsiing ist 
nnr auf beiderseits begrenzte Stäbe oder Saiten anwendbar, wie 

sie ja in Wirklichkeit auch immer vorliegen. Es soll eine Lösung 
ofefu7if1on werden, welche der Differentialglei''bnng und den (räum- 
lichen) Grenzbedingungen genügt. Der Anfangszustand (d.h. Lage 
und Geschwindigkeit der Teilchen zur Zeit i » O) soll vorläufig 
unberücksichtigt bleil)en. 

Die Integi-atioQ gelingt mittels der Methode der Partikulär- 
integrale durch Zerspalten der partiellen Differentialgleichung 
(13) in Nr. 18 in zwei gewöhnliche ebenfalls lineare Differential- 
gleichungen 2. Ordnung. Man niinnit aümlich versuchsweise an, 
daß das Integral sich a]s Produkt zweier Funktionen darstellt, von 
denen die eine nur von die andere nur von t abhängt, und er- 
hält dunit «ine hranchbare LOaung, wodureh die Beitehtigung 
jenes Ansatzes erwiesen ist Man setst 

(27) t* = «t^'>-t*W, 

wobei die Funktion ttt*^ nur von u^^ nur von / abhängt. Durch 
Einsetzen des Wertes von (27) in Gl. (13) erhält man nach ein- 
fachsten Umformungen 

Links steht jetzt eine Funktion nur von /, rechts eine solclie nar 
von X. Die Gleichung muß für alle mütrliolien Werte von x und 
t gelten. Das ist nur erfüllbar, wenn beide ^'eiten konstant, und 
zwar gh'ich einer und derselben Konstanten sind, die wir 
nennen wollen. Daraus ergeben sich die beiden gewoiinlichen, ein- 
ander in der Form gleichen und mit der in Bd. I Nr. 24 behan- 
delten Gleichung (IIa) identischen Differentialgleichungen 

^ ^ dt* * dt* c* 

Partikuläre Integrale, d. h. Integrale ohne Integrationskonstanten 
sind 



Digitized by Google 



24. BernoulHsciie LOmng. Komalftiiiktioiien 



53 



(30) ffW- 



sin 71 1 

, «<*> ' 



. nx 

sm — 
c 

nx 
COS — 

c 



Aus diesen lassen sioh darch geeignete Kombinationen nach (27) 
Lösungen u bilden, welche die in Nr. 20 aufgezählten Grenzbe- 

ding^iTigen erfüllen, wenn man der vorln.ufig noch unbestimmt ge- 
lassPTion Konstaute n passende Werte gibt. Folgende vier Kom- 
binationen sind möglich 



(30 a) 



. nx . , nx . , 

sm — sm nt . cos — sm nt 
e ' e 

nx fi X 

sm — cosM^, cos — cosnt. 
e ' e 



Die uniereinanderstehenden Paare unterscheiden sieh nur in der 
Phase, nicht in der Form; die neheneinander stehenden Paare 
haben gleiehe Phase, aber verschiedene Form. Jede der Tier Kom- 
binationen kann mit einer (beliebigen) konstanten Amplitude multi- 
pliziert werden. Die Sohwingnngeni die hierdureh dargestellt wer- 
den, sind nnged&mpfte sinusförmige oder einfaeh pendeiförmige mit 

der Kreisfrequenz n (Frequenz - — iu 1 Sekunde). Die Sinusform 

gilt sowohl mit bezug auf die Zeit, wie auf die Koordmate x. Die 
Sinusfurm der Zeitfunktion bedeutet, daß der der Schwingung ent- 
sprechende Ton rein ist (ohne Obertüne); die Sinusform bei der 
Abhängigkeit von der Länge x bedeutet, daß die VeiTückungen, 
graphisch als Funktion der Koordinaten x der Saiten^ bezw. Stab- 
querschnitte aufgetragen, zu jeder Zeit t eine Sinuslinie ergeben. 
Am anschaulichsten ist das bei den Trans Versalschwingungen der 
Saite, wo diese iSinuslinie unmittelbar iu der Gestalt der schwingen- 
den Saite zutage tritt. 

Die Funktionen u^'^^ welche nach Abtrennung des Zeitfaktors 
u^^ "übrig bleihen, siod die „Kormal funkt Ionen'* oder „Eigen- 
funktionen" der schwingenden Saite (bezw. des Stabes). Wie aus 
der folgenden Nr. 25 herrorgeht, gibt es unendlich yiele solche 
Funktionen yerschiedener Ordnung, da zu jedem der unendlich 
Tielen Werte der Sigenfrequenz n^., d. h. zu jedem Werte der Ord- 
nungszahl k zwei konjugierte Normalfunktionen (hier z.B. sinnj^^; 
und cosff^d;) gehören, die beide partiknlftre Integrale derselben 
DifiSsrentialgleichung sind. 
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Derartige „Normalfunktioncn" bestelieu für jeden schwiu- 
guugsfäbigen Körper (Saite, Stab, Platte, gasgefüllten Hohlraum 
usw.), und zwar stets in unendlicher ZahL Ea sind immer die par- 
tikulftren Integrale der für den Körper charakteristiaoliMi Diffe- 
reDiialgleichnng, welche nach Abspaltung des Zeitfaktors lEtbrig 
bleibt. Ans der Form der in Betracht kommenden Diferential- 
gleichungen lassen sich zwei wichtige Sfttze über die Normalfunk« 
tionen ableiten, die als Orthogonalitatsbedingungen (oder 
Integraleigenscfaaften) derselben bezeichnet werden. Sind h und h 
zwei Ordnungszahlen, u und v zwei konjugierte Normalfunktionen, 
d. h. zwei verschieden artige (voneinander unabhängige) partikuläre 
Integrale dersellien Differentialgleichung (im obigen Beispiel die 
Sinus- und die Kosinusfunktion), so gilt bei Integration über den 
ganzen Edrper 

f \ f / \ / \ f ^ » wenn A + Ä? 

(31a) luJx)uAx)dx= { 

\ } j k\ ) k\ ) (konst, wennA-Ä. 

Der konstante Wert in (31a) für kann gleich 1 gemacht 

werden, indem man alle Normalfunktionen mit einem passenden 
Paktor Tersieht. Ähnliche Formeln gelten, wenn die Nonnalfank* 
tionen Ton zwei oder mehr Variablen se^^^e... abhängen. 

25. Bereciinuiig der Eigenfrequeiizen ii. Die zulässigen 
Werte der Schwingungsfrequenz n sind je nach den Grenzbedin- 
gungen Yerschieden. In jedem Falle aber ergibt sich nicht nur ein 
Wert, sondern eine unendliche Beihe getrennter (diskreter) Werte, 
und damit eine entsprechende Reihe möglicher Schwingungen des- 
selben Systems, die als Partialschwingungen (Teilschwin- 
gungen) oder als Grundschwingung und Oberschwingnn- 
gen, musikalisch als Gmndton und Obertöne, bezeichnet wwden. 

Der Stab oder die Saite habe die Länge } und er- 
strecke sich von x = 0 bis x^lJ) 

1) Logt man den Koordinatenanfangspunkt anderswo hin, z. B> in 
die Stabmitte, so erstreckt sieh der Stab Ton — ^ bis + i-* vnd nun 

8 SS 
HX HX 

muß — bei denselben Grenzbedingungen — cos — statt sin — neh- 

c ■ c 

men und umgekehrt Die Werte der Schwingangsfreqnensen n werden 
aber dadurch nicht geänd^. 



25. Berechnung der Eigenfrequenzen n 
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Ist die Grenzbedingang für das Ende X^O die, daß keine 
Yerrüekung daselbst stattfinden, also u bsw. w oder tf; gleich Null 



sein soll, so genügt nur ein Integral u usw. mit sin — als Faktor 

dieser Forderung, da cos fttr x^O niemals Null werden kann. 

Soll nun weiter am andern Ende hei x=l ebenfalls n (bzw. 9, 

nl 

w^^) — 0 sein, so muß sin - = 0 sein, welche Bedingung eine — 

hier sehr einfache — transzendente Gleichung zur Bestimmung 
Yon M darstellt Sie ergibt aufgelöst für n die Reihe Ton Werten 

(32) fi"-2A;~j, (»»1.«...«) 

Soli dagegen am andern Knde bei x = l zur gleichen Zeit nicht 
«, sondern |^ 0 sein, so muß - cos ^ für 7 verschwinden, 
woraus fflr n die Wertereihe folgt: 

(33) n=(2Ä;-l),jJ- 

Dieselben Werte ;* wie in (33) erhält man, wenn bei x = 0 

du 

^ » 0 und bei « -> 2 w a- 0 sein soll, wenn also festes und beweg- 
liches Ende vertauscht werden. Dieselben Werte n wie in (32) er- 

du 

geben sieb, wenn an beiden Enden nicht m, sondern ^ * = 0 sein 

V X 

soll. Nur tritt im Integral « nicht sin — sondern cos - , also 

eine andere Normalfunktiou als Ivikt u- nut Allgemein gilt also 
die Wertereihe (32) für wenn die ( «leu/bedingungen an beiden 
Enden gleich, dagegen die Reihe (33), wenn sie an beiden Enden 
verschieden sind. 

Der Wert >i für ^ = 1 entspricht der Grnnd seh wiugnng oder 
1, Partialsch winguug, die folgenden gehören der 2., 3., ... usw. 
Partialschwingung oder,in andrer Bezeichnung, der 1., 2., usw. 
Oberschwingung an. 

20, Vollständige LüBimgen, Schwingungsfiguren und 
FrequGLiZOn der Partialachwiiigungeu. Die Schwiugungstigur, 
insbesondere Lage und Anzahl der Knoten und Bäuche ergibt sich 
in jedem Einselfall aus dem partikulären Integral der Lösung 
d. h. aus der zugehörigen Normalfunktion; mit wachsender Ord- 

Kai Ihn 0! AkMHk n. 6 
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nnngsstabl h der PartiaUohwingiing wAcliit die Zahl der Knoten 
und Biuche. Allgemein gilt in jedem Falle« bei den Grensbedin- 
gnngen, welche zu (33) fahren, sind gleich viel Knoten iindB&uche 
vorhanden, bei den Bedingungen, welche auf (82) führen, ist die 
Zahl der Knoten um eins größer oder kleiner als die der Bäuche. 
Das Nähere ergibt sich aus der Behandlung einsehier Fftlle anf 
Grund der in Nr. SO aufgestellten Grenzbedingungen. 

I. LongitodinalschwinguDgen von Stftben. 
1. Beide Enden (bei « = 0 undiB"»}) fest Die Grenx- 
bedingungen sind 

(34) «^0 für a; = 0 und a; = t. 

Zulässige Lösungen sind also 

sin sin n^L 

A^' sin cos nifj 

Aus beiden l&ßt sich, da die Differentialgleichuug (1 3) Nr. 18 
linear ist, durch Superposition eine neue mit beliebig wählbarer 
Phasenkonstante ableiten 

(35 a) «^=(J,4 8in»4f4-^4' cos»4<jsin'~ -=A^sin^~sin(«j<+ ^4), 
wobei 



Ä'^ A* 
sin -Ö-i = cos ^* * 



(36) _ ^ ^ ^ 

ist. Die Phase, überhaupt die ganze Zeitfunktion ist nebensäch- 
lich, wenn man nur die riuuiiliehe Form der Schwingung, die Ge- 
stalt der Schwinguügskui ve bestimmen will. Diese wird durch den 

Faktor sin-^, die Normalfunktion, gegeben. Man erhält, wenn 
c 

man ihn gleich Null setzt, mit Rücksicht auf die Werte von n 
die in Tabelle 3 angegebenen Lagen der Knoten (ti^^ = O) und 
Bäuche (tf^ maximal yeränderlich). Dieselben Ijagen haben die Kno- 
ten und Bäuche der Geschwindigkeit Dagegen sind die Eno- 

ten und Bäuche der Dilatationen ^ , des Druckes und der Dich- 
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Tabelle 3. 

Lsge der Knoten und Bäuche der Yerrückung, Geschwindigkeit, 
DEnUtioii und Dicliteliiderung. 



Ordnungs- 
zahl der 
Partial- 
sq^wing- 
Tmgk 


Verrückung ii 

und 

/-II 1 

digkeit H 


beiderseits fester Stab (Longitn- 
dinalschw.), oder Saite (Longitn- 
dinal- und Transveraalschw.), 
oder bddorseita gesdiloesene 
Gi«B&ale (LongitndiaalBohw.) 


DUatalionf^ 

dx 

und Dichte- 
änderong ^ 


1 


Bauok 


0 { 

l 


BftQch 
l&ioton 


S ; 


Knoten 

■ 

Bauch 


T 

4 4 


Banch 

Knoten 


• 


Knoten 
Baneh 


6 6 
l il 52 

6 6 ~6 


Bauch 
Knoten 


4 


Knoten 
Baneh 


21 42 62 

« 8 8 8-' 
2 32 52 72 

n A O A 

8 8 8 8 


Baooh 
j Knoten 


6 


Knoten 

Bauch 


22 42 62 82 

iO iÖ 10 10 
l ZI 62 72 92 

10 10 10 10 10 


i 

Baach 
Knoten 




IHlatatlonl^ 
dx 

nnd Dichte- 
fademog If 

dt 


beiderseits freier Stab (Longi- 
tadinalaehw.) 

oder 

beiderseit s offene G^aäule^Um- 
gitudinalschw.) 


Yerrückung u 

nnd 

desdiwin- 

... du 
digkeit ^ 



te ^, Bowie der ÄndemngsgesehwiDdigkeiten und ^ ^ dieser beiden 

Größen gegen jene verschoben, und zwar fallen offenbar die Knoten 
der Dichteftnderungen mit den Bluchen der Yerrtteknng nnd Qe- 
flcliwindigkeit, die BHaehe mit den Knoten derselben zusammen, 

da 5 - = — oos^^ ist und der Kosinus seine xSiiilsteÜeu und Ex- 
cx c e 

tremwerte gerade in der Mitte swiseben denen de» Sinns besitzt. 

6* 
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k^Z 





^^^^^ 




Diese Beziehungen folgen aus der Gl. (2) 
in Nr 16, sowie der Überlegung, daß 
])ruek und Dichte einander immer par- 
allel gohen, daß also mit wachsendem 
Druck auch die Dichte zunimmt usw. 
Die Tabelle gibt ihre Lage in der rechten 
Randkulunine, während für die Ver- 
röckungund Geschwindigkeiten die linke 
Kandkolumne gilt. Beide Male i.st die 
Tabelle von oben her zu lesen (vgl. weiter 
verrocknngbBw.GMohwindig- unten). Flg. 18 Stellt für die Ver- 

ksit bei f«st-CMteiii8t*b Saite , _^ . ^ j t\*i a j» o v • 

Dtdito-nnd Droeklndening bei rflckllQg TDUld 016 DilatatlOD die SchWUl- 

olM-/ithTifrKurvn : gungsfiguTeB doT drsi eisteii Parfcial- 

i)ichte- und Druckkndwnmg bei schwüigungen dsT. Diö Schnittpunkte 

fest-festem Stab (Sait«), V«r* ° •* *t_ • * 

rflckaog bsw. 6e«chwi]idigfceift diesoT KoTTeii mit der Aroaaflsenadue 
bei fM.fk.i«» Stob. ^ KiiotenpimW». 

2. Beide finden des Stabes (bei »^0 und x^t) frei 
Grenzbedingungen sind 



Fj(7. 18. 

Schwin^n(;Hfignr der enten drei 

Parti al geh wingnn gen. 
AuBgezogene Kurve 



(87) 



d u 

dx 



0 fßr X'^O und x^l. 



Zulässige Lösungen sind 



cos ^ sm«»< j^^^ 

[ i>4 COS - - - cos 

Auch hier läßt sich wieder eine Lösung mit willkürlicher 
Phasenkonstante ableiten 

(38a) u^^(B;;faxin^t^'B;^M%t)f^-^^^^ 
wobei 

(89) 



Sin ^4 = - - * - , cos^j, 



ist. Die Lage der Knoten und Bäuohe ist bier gewissermaßen 
reziprok zu deijenigen des vorigen Falles. Sie sind in Tabelle 8 
auch mit enthalten, wenn man nicht die Spaltenüberscbriften, 
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sondern die Unterschriften benutzt, die Tabelle also von unten 
nach oben liest. 

3. Ein Ende des Stabes fest, das andre frei 

a) Es sei das Ende bei «^0 fest, das bei frei. Die 
Grenzbedingungen sind 

du 



(40) 



u 



0 für a? — 0, 



0 für ic — t 



Zulfissige Lösungen sind hier 



sin * sin «^^ 
j sin-^ cos n^t 



für « ^f^lLzlhl 



b£w. die allgemeinere aus beiden vereinigte 

(41a) M4=(0/sin;/^/ -}- C/'cos«^^)sin**^- = C4siu-*^sin(w^^-|-'0'4"). 

b) XiS sei das Ende bei x^O frei, das bei x^l fest. 
Grensbedingungen sind 



(43) 



— 0 für « — 0, « — 0 Ar « — I. 



Zulässige Lösungen sind 

D/eos — sinn^* 



(43) 



bzw. 



■^A COS -^- COS Wj^t 



für «4 



(2ifc-l)7tc 



81 



V V 

'^*"» ^k " durch Gleichungen analog (36) und (39) 
gegeben, wenn man darin A/^ bzw. B,^ durch und 7)^., bzw. 
durch und ersetzt. Die Lösungen 3a) und 3b) unter- 



sdieiden sich nur. in der Form der Nonnalfunktionen sin und 

e 

eos^^, die als Faktoren auftreten. Die Lagen der Knoten und 

B&ttche sind aus der Tabelle 4 zu entnehmen, die analog der yo- 
rigen eiageriehtet ist. Fig. 19 stellt wie Fig. 18 die Schwingongs- 
figoren und die Lage der Knoten und Bftache dar. 
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Tabelle 4. 

Lage der Knoten nnd Bäuche der Yerrücliung, GeHhwindigkeiti 

Dilatalinn und Dirhtnrinrlprimq-. 



Orduungs- 
sahl der 
Paaüal« 
eekiHii- 
goBgl; 


Verrücknng u 
und 
Geschwin- 

digkeit ^ 


bei 0 fester, bei l freier Stab 
(Longitudinabchw.) 
oder 

bei 0 geschlossene, bei l offene 
Gassäole (Longitudinalschw.) 


du 

Dilatation ^ 
cx 

und Dichte- 
ftademng 


1 


Knoten 
Baach 


0 

I 


Bauch 
Knoten 


2 


K nn^n 

Bauch 


" 8 


Hauch 

Knoten 


3 


Knoten 
Bauch 


21 il 
6 6 

5 6 


Bauch 
Knoten 


4 


Knoten 

bauch 


22 II 62 

7 7 7 
l 31 bl 

7 7 7 


j ~ 
1 Bauch 

1 Knoten 


6 


Knoten 
Bauch 


""^ 2i il 61 Sl 

? 3i 51 11 
9 9 9 9 


Baach 
Knoten 




du 
Dilatation- 
en X 

und Dichte- 

<7C 


bei 0 freier, bei 1 fester Stab 

(Longitadinalschw.) 
1 oder 
bei 0 offene, bei l geschlossene 
Gassäule (LoBgitudinalschw.) 


Yerrfickungi» 

und 
Geschwin- 

digkeit ^ 



II. Torsionssch witiguügen kreiszylindrischer Stäbe. 

Sämtliche für LoDgitadiDalschwinguDgen abgeleiteten Gesetze 
gelten offenbar auch hier, da alle Bedingungsgleichungen mathe- 
matisch dieselbe Form haben. Nur ist statt der Yerrückong u der 

DrehungBwiakel statt der Geschwindigkeit die Winkel* 
geschwindigkeit statt der linearen Dilatation |^ die Sehe- 
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niBg 1^ emzusetzen; die IHckte&nde- ^-^ 

dg 

xung hftt kein unmittelbares Ana- 

logon. Die Tabellen 3 nnd 4 f&r die 
Knotenlagen sind eben&Us anwendbar. 

IIL Longitudinal- und *~* 
TranSTersaUcbwingungen von Wg.». 

RftitAti SflihwiDBungBfigur dor ersten dltl 

Auch hier gelten dieselben Über- Aaige»ogene Kurve ■ ^- i 

legungen, daher auob dieselben Gesetze keitbBifMt-fr«i«iiiStaV,]>nMk- 

für die Sobwingungsfoim Bei den Zl^'tT'''^' 

Transversalschwingungen tritt fOr u die o J jj^c ^J^*^,^^;^^,^^;^-^- 

Yerrückmig v bzw. «c, fttr die Dilatation feBt-fr«ieni Stab, YvRlIakiiiiff 

du ^ . ^ dv . dw Ge>chwindlgkrtt bei IM- 

^ der N eifTun gs Winkel ) ^ bzw. ^ fe«tem sub. 

des betreffenden Saitenelementes gegen die Abszissenacbse x ein. 

Es können jedoch, da beide Saitenenden fest sein müssen, nur 
die unter I 1. (Stab mit festen Enden) angeführten Lösungen in 

Betracht "kommen. Pie SchwiDjTiingsfrequenzen der Pai-tialtöne sind 
dabf r bei Saiten immer nur durch Gl. (32), die Knotenlagen durch 
Tabelle 3 gegeben, wenn darin u durch v bzw. w ersetzt wird. 

27. Bäumliohes und zeitliches Zusammenfallen der 

Knoten und Bäuche. Faßt mau das über die T^age der Knoten 
und Bäuche (iP'^ao'tn zusammen, so erhält man folgendes J3i]d: 

Bei jeder einzelnen Partialscbwingung faUen räumlich zu- 
sammen die 

Knoten der Yerrftckung oder Yersobiebnng der Teilchen (tA, t;, 
10 bezw. 

der Geschwindigkeit der Teilchen » ^ » » If) » 

der Druck- nnd Dichtegradienten || und 
ajidererseits fallen zusammen die 

Knoten der Dilatation ^— bezw. der Neigung gegen die Abszissen- 

achse und wie der fcJcherung 



1) iügentlieh der Tangens des Neigungswinkels. 
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emerseits ' 



dp 

des Druckes p und seiner seitlichen Änderung 

der Dichte q und ihrer zeitlichen Änderung ^* 

Die Knoten der einen Art fallen räumlich stets mit den Bftuchen 

der anderen zusammen. Diese Sätze folgm ohne weiteres aus den 
rersohiedenen Beziehungen zwischen den genannten Größen, wenn 
man die zulässigen Integrale einsetzt, die durchweg Produkte TOn 
Sinus- oder Kosinusfunktionen sind. 

För das seitliche Zusammenfallen ergibt sich ebenso fol- 
gendes : 

Es sind stets in gleicher oder um lÖO" verschiedener 
Phase 

,die Yerrflckung (u, t;, w besw. 
die Dilatation bezw. die Neigung gegen die Achse 

ä^» ^^^^ Scherang 

der Druck p und der Druckgradient ^» 
die Dichte 0 und ihr Gradient rß-^ 

andererseits die Geschwindigkeit der Teilchen ||, ^ 

be«w. 

Die Phasen . dieser beiden Arten von Gröfien sind um 90* 
beaw. 270*^ gegeneinander Terschoben. 

28. Ckihwiiigungsfoxin bei beliebigem AnüangBavurtaiiil* 
Übeteinanderlagerniig der Partialaeliwiiigimgeii. Die bei den 
bisher betrachteten Schwingungen möglichen Frequenzen die 
durch GL (32) und (33) in Nr. 25 bestimmt werden, bilden eine 
arithmetische, im Verhältnis der ganzen Zahlen ansteigende Reihe. 
Die zugehörigen FSjrtialtöoe werden als ^harmonische** bezeich- 
net, insbesondere vom 2. Partialton ab als harmonische Obertöne. 

Die hier behandelten schwingungsföhigen Gebilde, Saiten, lon- 
gitudinal schwingende Stäbe und ebenso Gassäulen (vgl. Nr. 33), 
können also bei den besprochenen Schwingungstjpen Töne der 
harmonischen Pärtial-Tonreihe geben, und zwar entweder die voll- 
ständige Reihe mit allen Ordnungszahlen (wenn an beiden Enden 
des Stabes oder der Saite gleichartige Grenzbediugungen herr- 
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sehen) oder nur die ungeradzaliligen Partialtöne (wenn die Grenz- 
bediiigungen verschiedenartig sind). 

Diese PartialschwiDpimgen können auch glei eh zeitig in mehr 
oder weniger großer Anzahl stattfinden, sie kunnen sich einfach 
übereinanderlagem. Mathematisch ergibt sich die Möglichkeit der 
Übereinanderlagerung dai"ius, daß die Differentialgleichung der 
Schwingungsbewegung [Gl. (13) in Nr. 18] vom 1. Grade ist, so 
daß partikulftre Integrale beliebjg additiv su allgemeixieiren Lite- 
gralen zusanuiieDgefügt werden kdnn«i. Von der relativen StSike 
der PartialtOne hSngt der Klang ab, den die schwingende Saite 
oder der Stab aussendet. Je mebr die höheren Partialtöne im 
Klang vertreten sind, desto markiger, dnxohdringender, sefamettern- 
der wird er. Das kommt noeh stftrker snm Ausdmok bei den gans 
analogen Schwingungen der Gassftiüen nnd Pfeifen, die ^äter in 
Nr. 33 ff. behandelt werden. 

Die Übereinanderlagernng verschiedener Partialschwingungen 
ergibt neue, von der einfachen Sinusform beliebig abweichende 
Formen, die man an der Gestalt der transversal schwingenden Saite 
direkt beobaditen kann. Da andererseits das Vorhandensein der 
Partialschwingungen die Klangfarbe bestimmt, so folgt, daß diese 
mit der Form der Schwingung innig verbunden ist. Wcit- r ist 
es nun auch möglich durch Superposition von rartialschwmp;un- 
gen einen willkürlich gegebenen Aniangszustand zu befriedigen. 
Denn diese Summe von Partikularintegralcn ist für jeden einzel- 
nen Zeitpunkt, also auch für ^==0, nichts anderes als eine Fourier- 
sche ßeihö (vgl. Bd. I, Nr. 9 — 13). Die Variable darin ist x. Die 
Reihen enthalten hier entweder nur Sinus- oder nur Kosinusglieder, 
da nur die eine oder die andere Art von Gliedern als Ortsfunk- 
tiou Iii den zulässigen Partikulaniitegralen vorkommen (vgl.Nr.26). 

Z. B. ist für die Longitudinalschwingungen und Tor- 
sionsschwingungen eines beiderseits festen Stabes oder 
einer Saite, bei der ja immer die Süden fest sind, die allgemein- 
ste mit den Grenzbedingungen verträgliche Lösung 

(44 -^(^'sinnjk* + VßO8«*0«i'i^ 

»Ml kml 

CO 

- ^Aj^ sin (n^t + «•^) sin ^ , 
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wobei 

^ , (ifc^lfS...), 

oder ausgeschrieben 

u « (A/Bin M|< + '^i" <^ "tO ^ 
(44 a) < '\' iAt ^ H~ ^ ^0 -f- • • • 

— sin + ^i) -5r + -^1 «u* -^t)«» + • 

c c 

Für TransyersalschwiDgUDgen der Saite ist u durch besw. «9 
sa ersetzen, sonst bleibt alles dasselbe. 

Für Logitudinal- und Torsionsscliwingungeii eiaM 
beiderseits freien Stabes ist analog 



(45) «I ^^,(^k «in »4* + -ß*" cos w^^) cos 



c 



-2^* sin (n^ < + cos , 
wobei ebenfalb 

— ~|~ » (Ä = 1, 2 . . .). 

Für einen Stab mit einem festen und einem freien Ende 
folgt ebenso 

CO 

(46) u = ^^lißk siö «i< + Cj'' cos nj) sin *^ 

=^ ^* sin («4^ + V) ^ 
4 = 1 

bezur. 

(46 a) u ^^(J)/ si n < -j- 2>jj" oos ffjjl) cos 

«»1 



'2*-^* sin (n^i + V') cos ""f, 
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wobei beidemale 

= 2*__^Iif ^ (Ä 1, 2 . . .). 

Die Koeffizienten und A^' bezw. Aj^ und die Phasenkonstante 
sowie die entsprechenden Größen O, D sind nach den 
Formeln Bd. I, Nr. 10, Gl. (d) zu bereehnen, wenn der Anfangs- 

ZUPtand ffep^obpn ist. 

Für die Saite ergibt sich die Berechnung der Koeffizienten 
der Fourierreihe, d. b. der Amplituden der Partialschwingungen 
folgendermaßen : 

Es muß zur Zeit < = 0 Lage und (jiebcliwmdigkeit aller Saiten- 
teilcben als Funktion der Koordinate j, d. h. als Funktion ihrer 
Buhelage gegeben sein Die Lage der Teilchen bestimmt hier die 
Gestalt der Saite. Diese sei zur Zeit t^O gegeben durch eine 
i?'uiiktiuü /(a;), die Geschwindigkeit der Saitenteilchen durch ^(-c). 

Die allgemeine Lösung ist hier 

ao 

(47) V = ^{Aj^ sin -|- A^' cos »j t) sin ^ 

Aal 



- y^^jsin {n^t -i- sin ^ , 



"-^ 1 (ä 1 , 2 . . .). 

Setzt man hierin ^«>0, so muß dieser Ausdruck gleich f(x) 
werden; differeniiiert man v erst nacb ^, bildet also die Gesohwin- 

digkeit und setzt darin ^»0, so muß der neue Ausdruck 

gleich g(^x) werden. Das lietert, wenn man für seinen Wert 
einsetzt, die beiden Fourierreihen 



(48) 



flO 



^ sm "p— ^-^4 8m#» sm -p — /"(«), 



00 00 



^n^A^' sin = ^^»^jü^cos^tSin^^ • 



Die Koeffizienten dieser Entwickelungen nnd also bestimmt durch 
die erste der Gleichungen (5) von Nr. 10 in Band I, da die Reiben 
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nur Sinusglieder enthulren. Dabei tritt zunächst eine Schwierig- 
keit 9Mt Diese Gleichung lautet hier 

91 tt 

(49) Jjj" = y J'fip) sin dx bexw. = y («) sin d»^ 

0 0 

sie verlangt also die Kenntnis der Funktioiieii f(x) und in 
dem Intervall 2Z, während diese doch von vornherein nur in dem 
Intervall ?, der Saitenlänge, gegeben sind. Die Schwierigkeit wird 
aber dadurch behoben, daß die Form der Fourierreihe schon fest- 
steht, indem aus (48) folgt, daß sie nur Sinusglieder enthält. Das 
bedeutet^ daß^ die durch sie dargestellte Funktion sich als ungerade 

Funktion über die Grenzen des 



Intervalls 0 und l beiderseits 
fortsetzt. Diese Fortsetzung hat 




•nt. ei • c j o i man also fiir f^j;) und f7(a:) dies- 

vmd ihre »ü&ljtucbe FoxtMUnng Ober die seits () und jenseits 1 7AJ wäb- 
GhrenMn d«r Balte bin»«». . i □ i ^ 

len, so tiaii sich daiiir etwa am 

Bild wie Fig. 20 ergibt, l'ei der Integration kann man statt der 
Grenzen 0 und 21 auch die Grenzen — l und -|- 1 nehmen, die auch 
um 21 voneinander abstehen. Da nun sowohl f(x) hezw.g(^x) als 

auch sin-j- ungerade Funktionen sind, also für gleiche positiTe 

und negative Werte von x gleioke Werte, nur mit entgegengesetstem 
Vorzeichen haben, so bat ihr Fh)dukt Ar gleichen absoluten Wert 
von — und -f ^ denselben Wert, auch in bezug auf das Vor- 
leichen; man kann daher je zwei solcher Werte in den Integralen (49) 
susammenÜMSen und schreiben 

i i 

(49a) A;'^\^f{x)%m^dx, n^ii;« |j^(«)sin^d«. 

Übrigens ergibt eine ganz analoge Überlegung dieselben Formeln 
(49a) für die Kosinasreihe; es ist dabei nur cos — |— an Stelle 
▼on sm -|- zu setzen. 

20. Sohwingungen der gezupften Saite. Diese Formeln 
sollen auf die gezupfte, die mit einem Hammer angeschlagene 
und die mit dem Bogen gestrichene Baite angewandt werden. 

Die gezupfte (gerissene) Saite wird mit dem Fingernagel 
oder einem Stift aus der Buhelage ausgelenkt und dann mit der 
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Geschwindigkeit I>[ull losgelassen. Die Gestalt der ausgelenkten 
Saite besteht (nahezu) aus zwei geraden Stücken, die an der An- 
griffsstelle des Stiftes unter einem gewissen Winkel zusammen- 
stoßen. In Wirklichkeit ist solche Unstetigkeit hier nicht vorhanden, 
sondern nur eine sehr starke Krümmung. Wir nehmen jedoch Un- 
stetigkeit, also einen schari'en Knick, an, weil dies mathematisch 
einfacher ist, physikalisch aber keinen erheblichen Unterschied be- 
dingt, wenn der aoalenkende Stift dftnn genug ist im Yerbiltnis 
zur Saitenlänge. 

Die Saite erstrecke sich von x^O hh x^l^ der Stift greife 
hei x^x' an; die Auslenknng zar Zeit i^O betrage an dieser 
Stelle 1^^'. Hiemach sind die Gleichungen für die GestaJt der Saite 
leicht aufzustellen, und man erhslt damit die Anfangsbedingungen: 
es muß sein, 



(60) füri = ü 



Vq = f(x)= ^, X im Intervall 0^x^x\ 

^ 9 

^ 0 ^ rt^) =~ (x — /) im Intervall x "^x^l^ 

Es folgt zan&ehst, daß sämtliche Koeffizienten A^^O sind, oder 
was dasselbe bedeutet, daß cos d^i^^O, also ein ungerades Viel- 



TT 



faches von ^ ist, im einfachsten Falle — - selbst. Daraus folgt 

weiter, daß die Koeffizienten A,^" und A^ einander gleich sind, 
so daß die Lösung die Form hat 



Cöi) 

wobei 

(52) 



^A^ sin ~ cos fijf ^ ^[A^ sin cos ^ 



sm-pcos-jT-, 



«j — 2 Ä.Nj — -y- — kny — 29vX;JV|, 



1 



2 « _ 2 Z _ 
kc k 

ist; ist die Kreisfrequenz (zyklische Schwingungszahl), N^. die 
Schwingungszahl in der Zeiteinheit d. h. in .1 Sekunde, Tj^ die 



(A = l,2,3...) 
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Periode (Schwingungsdauer) der A ten Partialschwingimg, T, die- 
jenige der Grundscbwingung, Ausgeschrieben lauten die Gleichun- 
gen (51) in verschiedenen gleieUwertigeü Formen, deren Zahl leicht 
noch vermehrt werden kann: 

V — -4i sin -— eosHii + sin — — cos n^t 



(61 a) 



-|- sin — ^ G08 + 
» — sm -j- cos < + -4, sm — ^cos 2«j^ 

-f ^ j sm - ^ cos o Wj i 4- 



Die Koeifizienten Aj^" (oder ergeben sitsb aus 61. (49 a) 
in der Form 

(63) (*-l,2,3...). 

Die Amplituden der Fkrüaltöne nehmen also mit wachsender 
Ordnungszabl h ab, weil im Nenner stebt. Daneben ist aber noch 

der Einfluü des Faktors sin — j— wirksam. Er bewirkt, daß die- 
jenigen Töne besonders stark yertreten sind, fttr welche der Aus- 
druck hnsffl zufällig in der Nihe eines ungeraden Vielfachen Ton y 

liegt dagegen diejenigen Partialtöne schwach oder 

auch garnicbt, für welche dieser Ausdruck in der Nähe der ganz- 
zabligea Tielfachen von n liegt bezw. gidch diesen Werten ist. 
Dies letztere kann nur dann stattfinden, wenn »*ß ein rationaler 
Bruch, x' also ein aliquoter Teil der Saitenlänge l ist Die ent- 
sprechenden Partialschwingungen , welche an der Stelle x* einen 
Knoten haben wftrden, faUen dann ganz weg. 

Beispiel 1) x'-^lß, d. h. die Saite wird in der Mitte ihrer 
Länge gezapft. Es fallen aus die Töne mit den geraden Ord- 
nungszahlen 2, 4, 6 ... , die in der Saitenmitte einen Knoten , 

Jt 7t X 

haben würden. Für die ungeraden wird abwechselnd sin = i 1, 
und die Koefüzienteu werden demnach 

^* ' - ^* - j^t^a^t sin ^ , (/j=a, 3, 5 ...) 
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(54) 



d. h. 

so daß die Bewegung dargestellt wird durch 

8t" ' f . nx Ttct 1 . ^nx Znct 1 , öttj* Tutet \ 
t»«-^, pin ^ cos ^ — -sm ^ cos ^ ""*"25^' f cos ^ «J 

'f . «a; 2xt 1 . Sara; 6«< , 1 . tex lO^rt ) 

indem man die durch (52) bestimmten Werte fi, , . . . einsetst. 

Beispiel 2) a;' = _ » d. h. die Öaite wird an einem Punkte 



(55) 



3 

gezupft, der um ein Drittel ihrer Länge Ton einem Ende entfent 
isi Es fallen die Töne mit den Ordnungszahlen 3, 6, 9 . . . weg, 

der SinusfalEtor lon (53) wird ± j 1^3 — db 0,866, die Eoeffisienten 
werden 

K - ^. - 4?;'. sin ^ , (A— 1 , 2 ; 4, 5 ; . . .) 
d. h. ausgeschrieben 

j »^_?£i3J_. j j « j, — — o 

/ . TCX nct 1 . 2«a; 2irc< 1 . ittx Arcct 
sin -, cos + . sm — , cos , sm ,— cos , 

"* 2»' 1 l . bnx bxci , 

»V3r„' f . 7r.r Sxrf 1 . 2irx 4 tt^ 1 . inx Snt ] 
• I sin -y- cos + ^ sm — |- cos — sin cos j 

Die Amplitudenabnahme der Fartialtöne mit wachsender Ordnuiigs- 
sahl folgt in diesen beiden Fällen natürlich demselben Gesetz, nur 
ist die Beilie der wirklich vorhandenen Partialtöne jedesmal eine 
andere. 

Beispiel 3) Allgemeiu sei x' = ^ , wobei p und q ganze 

Zahlen sind, und swar J><$. Ist z. B. |7s=2, g — 5, so heißt 
das: die Saite wird an einem Punkte gesupft, der um % von 
einem Saitenende entfernt ist 
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Die Koeffizienten A^' (oder von Gl. (53) werden 



(53 a) 




Diejenigen ObertOne fallen aus, f&r welche "kp ein Tielfacbes 
Ton q ist, weil dann der sitins Noll wird; %. B. bei der obigeu 

Annahme ^ — % die Partiaitöne k = 5, 10, 15 ... Bei den übrigen 

wiederholt sich periodisch der gleiche Zahlwert, des Sinuefaktors^ 
jedesmal wenn uni den Wert q wächst. Die Bewegung jedes 
Saitenpunktes wird dargestellt durch einen der einander gleich- 
wertigen Ausdrücke (51a) mit den Amplitaden A^ von Gl. (53a). 

30. Behandlung der gezupften Saite mit der d*Alem- 
bertschen Iiösung. Ein anschauliches Bild der Saitenbewegung, 
d. h. des zeitlichen Verlaufs derselben tXL geben, sind die Gleichun- 
gen von Nr. 29 nicht geeignet. Dazu geht man hesser auf die 
d'Alembertsehe Lf'snng zurück. Nach dieser (vgl. Nr. 23) wird 
die Form der Saite in jedem Angenbliclc durch die Übereinander- 
lagerung eioer nach — r (links) und ein r nach -{- x (rechts^ fort- 
schreitenden Welle erhalton. liei der g'e; uptu Ti, also ausgebogenen 
und oline Anfangsgeschwindigkeit losgelassenen Saite sind diese 
beideu Wellen gleicbgestaltet und von gleicher Amplitude. Sie 
haben die Form der durch das Zupfen ausgebogeuen Saite, nur 
mit halber Ordinatenhöhe. Der Wellenberg, den die Ausbiegung 
darstellt, teilt sich im Augenblick des Freilassens der tiaite iii 
zwei Berge von halber Höhe, die nach links und rechts als (P- 
und ^''-Welle auseinandergehen, an den Enden reflektiert werden 
und 60 beständig über die Saite, bin- nnd herlaufen. Mittels der 
in Nr. 28 bebandelten Metbode der Darstellung erhält man die 
in den Fignren Stl — 23 wiedergegebenen Bilder der aufeinander- 
folgenden Gestalten, welche die Saite für versohiedene Lage des 
Zupfpunktes zu den beigeschriebenen Zeitmomenten anninimt. 

Die Art der Bewegung ist in allen Fällen folgende: In Bidi- 
inng der Saite 8 wirkt die (iberall gleiche Spannung P* Anf den 
Punkt C an der Spitze des von der ausgebogenen Saite gebildeten 
Daches wirkt also in resultierender Zug der sich nach dem 
Parallelogramm der Kräfte aus den beiden gleichen in den Kich- 
tungen CA und CB wirkenden Spannungen Pergibt (vgl. Eig. 24). 
Infolge dieses Zuges Ji stürzt das Dach zusammen. Der Zusammen- 
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brach be- 
ginnt an der 
Spitze und 
schreitet in 
Richtung des 
resultieren- 
den Zuges 
nach unten- 
hin fort Die 
Spitze flacht 
sich zu einer 
geradlinigen 
Strecke DE 
ab, die in der 
Richtung M 
gegen die Ab- 
szisse nachse 
hinwüiidert 
und dabei im- 
mer länger 
wird. Hure Ba- 
den gleiten an 
denihreBich- 
tung beibe- 

haltendenf 
aber sieb na- 
türlidi immer 
mehr verkür- 
zenden Dach- 
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fig. 21— SS. Sehwisgimgsfigar der gezapften Saite in T«n4^«- 
denen PIuimib. (PssSoliwinguugsperiode.) 

Im Fig. 81 lingt'dor Ztipfpunkt in dar Mitto, iu 22 um '/j. Ül SS 
nm der äaiteni&nge vom li&Iceu Saiienrade entfernt. 





kanten CDA und OJ'^B (den ge- 
radlinig gespannten Stücken der 
Saiten) wie an festen Führungen 
herab. Erreicht die Ahflachung an 
dem einen oder an beiden Enden 
die Abszissenachse, so tritt für die ^ 
weitere TJewegun g jenseits der Achse 
als Führau(^\SL;^(Tade das Spiegelbild 
der anderen jb'iihrungsgeraden em, 
und die Abflachung schreitet parallel 
mit sieh selbst nach der negativen 

Kaläüne: Aku«tik II. 




Fig. 24. 

Bewegung der gezapften Saite. Kon- 
•trakkion der rfloktreibendea Kraft Jt. 

6 
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Ordinatenseite fort, bis sie immer kürzer werdend wieder zur 
Spit/e eines dem ursprünglichen gleichen Daches wird. Dieses ist 
das durch doppelte Spiegelung erhaltene Bild von jenem Dann 
geht das Spiel in derselben Weise inickwärts. Der Zusammenbruch 
und 'die von ihm herrührende Abflachung schreiten also wie eine 
Welle über das System hinweg, aber nicht in der iiichtung a;, der 
Buhelage der Saite, sondern in der Richtung des resultierenden 
Zuges R, Die Punkte der Saite bewegen sich jeder geradlinig 
senkrecht zur Abszissenachse in der Hichtung v. Jeder Punkt be- 
ginnt, seine Bewegung in dem Augenblick, wo die Einsturzwelle 
ihn erreicht und beendet sie, wenn die Welle über ihn hinweg* 
gegangen ist. Vorher und nachher verharrt er in Ruhe. 

Die abgeflachte Strecke DB des Daches steht senkrecht anl 
der Bichtung R, Das ist aus der Anschauung auf Grund der 
Prinzipien der Mechanik zu folgern und ergibt sich leicht in jedem 
Einsel&Ue durch Berechnung der Winkel, welche die beiden 
Bichtungen DE nnd CR mit der Abszissenachse bilden, wenn man 
die Konstruktion der Figuren 21 — 23 zugrunde legt. Allerdings 
g^bt diese Konstruktion nnr ein angenfihertes Senkrechtstehen 
beider Biditungen. Der Winkel zwisdien ihnen nähert sich um 
so mehr einem Eecbten, je kleiner die Amplitude H der Ausbie^ 
gung im Verhältnis zur Baitenlänge l ist Qenauer gesagt, muß 

M so klein sein gegen den Abstand des Zupfpunktes yom 

nächstgoleeenen Saitenende, daß H*:x'^ gegen 1 vernachlässigt 
^vHrLieu kauu. Die angegebene Konstruktion der Saitenform ver- 
sagt also, wie leicht erklärlich ist, wenn der Zupfpunkt bei kon- 
stant gehaltener Ausbie^ungshöhe 1£ dem Saitenende zu nahe rückt, 
oder wenn bei konstanter Lage der Znpfstelle II zu groß wird. 
Es ist dabei zu bedenken, daß alle unsere Gleichungen ja nur unter 
der Voraussetzung gelten, daß die Yerrückungeu v hinreichend 
klein bleiben, um das Superpositiousprinzip noch anwenden zn 
können. Es handelt sich also immer um Annäherungen mit er- 
laubten Vernsehlfissigungen. 

31. Gesclilageiic Saite. Ähnlich der hier ausführlich be- 
handelten Bewegung der gezupften Saite läßt sich die der geschla- 
genen und gestrichenen Saite behandeln. Nur sind die zu er- 
füllenden Bedingungen komplizierter. 

Der theoretisch einfachste Fall ist der, bei welchem ein Toll- 
kommen harter (sterrer) Hammer schlägt und so schnell zurflck- 
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springt, daß die Saite während der Berührungszeit sich noch nicht 
merklich aus ihrer Ruhelage entfeint. Dann ist die Funktion f{x) 
von Nr. 21 gleich Null und die Funktion g(x) nur auf der vom 
Hammer berührten Strecke von Null verschieden, indem hier die 
Saitenpunkte durch den Stoß eine gewisse Anfangsgeschwindigkeit 
erhalten. Doch liefert diese einfache Annahme keine mit der Er- 
fahrung übereinstimmende Bewegung; noch weniger, wenn man 
die Hammerbreite verschwindend klein nimmt, so daß nur ©in 
Längenelemont dx der Saite eine gewisse Anfangsgeschwindigkeit 

Die Rechnung ist aber für diesen zuletzt erwähnten Spezial- 
hü sehr einfach. Die Koeffinenten der Fourierreihen (48) in 
Nr. 28 fttr den Anfangszustand werden 

wohei Vq das FhMlukt ans der LBnge dx des geschlagenen Saiten* 
stflokes und der durch den Schlag erteüten Geschwindigkeit ist 
Die Bewegung wflrde also nach Gl. (47) in Nr. 28 dargestellt 
werden durch 



(57) 




— ~ sin , - sin — v- sin — , 



~1~ 



Die Formel (56) zeigt, da& die Amplituden der Partialtöne 
mit wachsender Ordnungszahl k weniger schnell abnehmen als bei 

der gezupften Saite mit zwei geradlinigen Stücken und scharfem 
Knick, Die Obertöne müßten also hier noch stärker 7iir Geltung 
kommen Im übrigen gilt das über den Wegfall bestimmter Ober- 
töne bei gewissen Lagen der Zupfstelle Gesagte auch hier für die 
gleichen Lagen der Anschlagstelle, 

Die ganze Rechnuncr kann jedoch nur als Beispiel für die 
mathematische Behandlung dienen; physikalisch ist sie für die 
Akustik wertlos, weil die zugrunde gelegten Annahmen über die 
Art des Anschlags nicht zu verwirklichen sind. Erstens ist der 
Hammer nicht unendlich schmal, zweitens aber — und das ist 



Digrtized by Google 



74 8. Kap. EigeDschwinguagen v. Typus d. Saitenschwinguagen 



die Hanptsaehe — ist die Berfihrangsdatter von Hammer imd 
Saite nicht yersehwindend Uein gegen die Periode der 8ait«n- 
sclkwingung. Der Hammer springt nicht infolge seiner eigenen 
Elastizität znr&cfc, sondern wird erst von der zurückschnellenden 
Saite mitgeuommen und SO zurfickgetrieben. Das Zurückschnellen 
der Saite erfolgt aber erst, wenn TOn den beiden durch den 
Hammerstoß erzeugten Wellen, die vom Anschlagpunkt nach ent- 
gegengesetzten Richtungen fortschreiten, die am näheren Saiten- 
ende reflektierte auf der Rückkehr den Anschlagpunkt wieder er- 
reicht hat Solange dauert nach den Versuchen von Kaufmann^) 
die Berührung. 

Helmholtz hatte, weil auf Versuchen beruhende Daten fehlten, 
die entgegengesetzte Annahme gemacht, daß der Hammer infolcre 
seiner Elastizität zurückspringt, und zwar bevor die reliektierte 
Welle zurückkommt. Für den zeitlichen Verlauf des Druckes 
zwischen Hammer und Saite, also der von jenem ausgeübten Kraft 
während der Berührung hatte er — ebenfalls in Ermangelung ex- 
penmeiiteller Daten — die Smusform angenommen. Daraus er- 
gibt sich für die Amplituden Aj^ der Fourierreihen ein Ausdruck, 
der mit wachsender Ordnungszahl k der Partialtöne abnimmt wie 

so lange die Beruhrungsdauer endlich bleibt, dagegen wie ^ , 

also langsamer imd in Übereinstimmung mit dem obigen Resultat 
(vgl. Gl. (5G)), wenn die BerOhrungsdauer unendlich klein wird. 
Der Klang wird also bei hai-tem, kurzen Anschlag wegen stärkeren 
Hervortrf tens der Obertöue schärfer, was mit der Erfahrung über- 
einstimmt. Quantitativ stimmt aber die Helmholtz sehe Theorie 
nicht, wenn man sie auf die Tonerzeugung geschlagener Saiten 
z. B. beim Klavier anwenden will. Die von Kaufmann auf Grund 
seiner Beobachtungen aufgestellte Theorie ergibt dagegen sowohl 
für die Herührungsdauer als auch für die Bewegung des Anschlag- 
punktes Ausdrücke, die 7nit der Erfahrung nahezu übereinstimmen. 
Die Aliweichungen Schemen von der Vernachlässigung der ja nicht 
unbedeuienden Dämpfung der Bewegung durch B.eibaugskräfte 
herzurühren. 

Aus der Hei m h olt/ sehen Behandlung und deren Spezialfall 

(vgl. Gl. i.jGi und (57)) würde folgen, daß diejenigen Partialtöne 
ausfallen, die an der Anschlagstelle einen Knoten besitzen, (In 

1) W. Kaufmann, Wiedemanns Annalen d. Phys. u. Chem..64* 

(189&) S. 675. 
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Gl. (5fil wird für diesen Fall der Sinus gleich 0.) Darauf suchte 
Helmhültz eine Erklärung für die von den Klavierbauern ge- 
wählte Lage des Anschlagpunktes zu gründen. Sie soll nach ihm 
derartig sein, daß die bereits unharmonisch wirkenden Teil töne 
7 oder 9 nicht erregt werden. Dazu müßte der Auschiagpunkt 
genau in oder % der Saitenlänge vom Ende entfernt liegen. 
Diese weitverbreitete Erklärung ist nach neueren Heobachtungen 
sicher unrichtig. Denn erstens liegt der Anschlagpunkt bei fast 
allen Instrumenten weder genau iu noch genau in Yg, sondern 
schwankt zwischen und Y^q. Anschlagen neben dem Knoten- 
punkt bringt aber den betreffenden Teflton gerade besonders stark 
herror; die genannten Töne würden also durch die getroffene Wahl 
geradezu begünstigt werden. Zweitens fSUt bei Anschlag mit 
einem weichen Hammer der Partialton, der einen Knoten im 
Schlagpunkt hat, keineswegs ganz aus, wie Versuche yon Hip- 
kins^) lehren. Tatsächlich kann man auch am Klavier den 7. 
und 9. Teilton hören; beide sind aber so schwach, daß sie nicht 
stören. Der wahre Grund für die iu der Praiis beliebte Wahl der 
Lage der Anschlagstelle ist der, daß sie eine Schwingungsform 
ergibt, bei welcher der Grundton besonders stark und der Klang 
voll und kräftig ist. Die Stelle liegt so weit vom Ende entfernt, 
daß die Saite daselbst durch den Sehlag noch genügend ausge- 
baucht wird, also genug Energie aufiaehmen kann, und so weit 
von der Mitte entfernt, daß der Hammer noch rechtzeitig abge- 
worfen wird, um die Ausbildung der Grundschwingung nicht zu 
stören. 

89, Qestriclieiie Saite. Nach den Beobachtungen mit dem 
Vibrationsmikroskop usw. ist die BeweL^nnrir eine teilweise er- 
zwungene. Der durch Einreiben mit TTiu / i Koluplioniurn) klebrig 
gemachte Bogen hält die berührt« Saitensteiie lest und nimmt sie 
mit seiner eigenen (im allgemeinen konstanten) Oeachwindigkeit 
mit, bis die vergrößerte Saitenspannung, welche durch die infolge 
der Ausbuchtung erzeugte Dehnung entsteht, die Reibung über- 
windet und die Saite losreißt; die Saite schwingt nuu fiei zurück 
und wird bei einer bestimmten Lage neuerdings vom Bogen er- 
griffen und wieder in der alten Weise mitgef&hrt. Die Form der 
dabei entstehenden Schwingung hängt außer von der Intensität 



1) A. J. Hipkins, Froc. Birmingham pfailos. See. 37 (i884 
S. 868. 
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des Festhaftens (also der Reibung), die durch Beschaffenheit und 
Druck des Bogens bediugt wird, von der Bogengescbwmdigkeit 
und der Lage der Streichstelle ab. 

Die Bewegung der verschiedenen Saitenponkte ist sehr mannig- 
raltig. Am einfachsten ist sie im allgemeineiL an der Streiehstelle; 
das Beweguugsgesets äee ftbrigen Fnnkte ist komplizierter. Weiter 
ist die Bewegung der Streicfastelle besonders einfach, wenn sie mit 
einem wichtigeren Knoten, insbesondere also einem mehrfeeben, 
d. h. mehreren Partialtdnen gemeinsamen, Knoten zasammenföllt; 
s. B. wenn sie in der Saitenmitte oder in Y,, nsw. liegt Dann 
schwingt der gestrichene Punkt mit konstanter Geschwindigkeit 
(der Bogengeschwindigkeit) aufw&rts und nach dem Abreißen vom 

Bogen mit ebenfalls konstant 
ter aber geänderter Geschwin- 
digkeit abwärts. Diese Be- 
? Fig. 28. wegung wird durch eine ein- 

H«iiD]ioUiMiMBew«8iuigifomieinMPtiiiktM fache Zickzacklinie mit zwei 

dar ffaiMoheiiMi BaHei i . i ^ 

verschieden geneigten geraden 

Strecken dargestellt, wenn man die Zeit als Abszisse, die Ab- 
lenkung als Ordinate auftrügt (Fii^ 25), Das ist die von Helm- 
holtz^) zuerst beobachtete und für typisrh rrrhfiltpnn Bewegiings- 
form der gestrichenen Saite. Nach Beoiiachtungeii v n Raps und 
Krigar-Meuzel^) ist das nur ein spezieller Fallj die Bewegimg 
ist im allgemeinen komplizierter. 

Eine den Beobachtungen besser als die Helmholtzsche ent- 
sprechende Theorie hat W. Voigt*) und vor ihm Lindem aun*) 
gegeben. Wegen Kaummangel muß hier auf die Wiedergabe bei- 
der Theorien verzichtet werden. 

4. KapiteL 

Eigenschwingungen zylindrischer und konischer Gas- 
Säulen (Pfeifen). Ebene nnd kugelförmige Wellen. 

88. Differentialgleichung der Sigensohwingnngen zylin- 
drisoher Gasaftnlen und ebener UTeUen. Die Herleitnng der 

1) H. V. Helmholtz, Tonempfindungen Beilage VI. 

2) 0. Krigar-Menzel und A. Kaps, WiedemftnuB Ann. d. Phyäk 
n. Chemie 44 (mi) S. 628. 

S) W. Voigt, Göttinger Nachrichten, 1890 S. 602. 

4) F.Lindemann» Ber. d.natnrf. (tos. in FieibnigLB. 7 (1880)8.500. 
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Gleichung für die (lon(,ntudinaleu) Schwingungen linearer Gas- 
säulea in Röhren (Pfeifen) erfolgt genau su wie diejenige der Glei- 
chung für die Longitudinalschwingungen von Stäben; nur ist statt 
des DebnungsmodulB E der Eompreesioiismodiil k (die Volumen- 
elaatizitftt) einssaflUireD. Die Bewegung der Gastoilclieii erfolgt im 
wesffliii^cheii in Bicbtmig der Röhrenachse, die seitüoben Ver- 
schiebangen senkreoht tnr Achse sind bei hinreichend engen Röhren 
SU yemftchlftssigen. Bei Wegfall ftußerer Volumenkziifte gelten 
die Gleichungen 

(3) ^-^«-konst 

(4) g = Q{i^ s). p —^(1 -f- $y - appri>(l -f Hs). 

£8 bedeutet x die Unfende Koordinate in der Bdhrenachte, n dk 
Verschiebung eines Teilchens in der Richtung Xy u die Gesdiwin- 
digkeit dieser Bewegung, ^ die Dichte, p den allseitig gleichen 

Druck, s = — - — die Verdichtung oder Kompression (Dichte- 
zunahme f^i vidiert durch ursprüngliche Dichte), x das Verbältuis 
der spezihschen Wärmen des Gases bei konstantem Druck uud 

konstantem Volumen Gleichung (1) ist das Hewton- 

sche Bewegungsgesetz, (2) die Eontinuitätsbedingung, (3) die 
adiabatische Zustandsgleichung (adiabatisches DruckgeBets) des 
Gases, welche Druck und Dichte miteinander yerknüpft p und 
p und ^ sind susammengehörige Werte; p und ^ die Werte lEkr 
den Ruhesustaad des Gases, um welche p und q schwanken. Daß 
bei den schnellen Schwingungen keine merkliche Wftrmeabgabe 
stattfindet und deshalb nicht das isotherme Druckgesets, sondern 
das adiabatische anzuwenden ist, wurde schon in Kr. 12 allgemein 
besprochen. Daraus folgt, daß als Volumenelastizitiltsmodul der 
adiabatische k^<^p% einzusetzen ist. Gleichung (4) stellt die 
Dichteftnderung dar, welche bei kleinen Änderungen in erster An- 
näherung linear ist; dementsprechend gilt auch die Gleichung för 
die Druckänderungen in der approximativen Form. 
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Die Gleichungen (1) und ('2 ) sind die eindimensionalen Spe/ial- 
formen der allgemeinen Gleichungen (6) und (37) in Nr. 8 und 
14 und gehen aus ihnen beryor, wenn man bedenkt, daß äußere 
ErSffce wegzulassen sind, daß scherende Kräfte (Schubspannungs- 
krftfte) 3^y, dE, usw. in Gaaen (und FMssigkeiten) nidit ▼orkommeii 
können, und daß infolge dessen der Druck nach allen Richtungen 
gleichmäßig als Honnaldruck wirkt (die drei Hauptdrücke 36^, 
, 3« sind einander gleich und gleich p gesetzt). Biese Gleichungen 
sind auch leicht gesondert abzuleiten. Für Gl. (l) ist das in Nr. 16 
bei den Longitn^alschwingtmgen von Stfthen ausgefOhrt 

Aus den Gleichungen (l) bis (4) kann man durch passende 
Kombinationen derselben die abhängigen Yaxiahlen bis auf eine 
eliminieren und erhält so Differentialgleichungen zur Bestimmung 
der Lage und der Geschwindigkeit der Gasteilchen, des Druckes, 
der Dichte und der Kompression. Diese haben sämtlich im wesent" 
liehen die gleiche Form. Aus (3) folgt zunächst 

Denn statt des Faktors kann nähemngsweise der konstante Wert 
p gesetzt werden, da p sich von dem Buhewert j des Druckes nur 
immer um verschwindend kleine Größen unterscheidet Ent- 
sprechende YeriauschuDgeu können zwischen q und ^ überall da 
Torgenommen werden, wo eine dieser Größen als Faktor auftritt 
Es wird somit 

dp (dp\ Bq p% Bq 



»dUb BX Q BX 

Durch Einsetzen dieses Wertes in (1) und Division beider Seiten 
der Gleichungen (1) und (2) mit g bzw. p erhält man sie in den 
Formen 

(la) 



Bt 9*Bx' 
Bu i_Bq 



^ — Tä* 

Indem man (la) nach (2a) — nach Multiplikation mit ^ — 

nach X differentiiert und voneinander subtrahiert, erhält man die 
partielle Differentialgleichung fär die Geschwindigkeit u 

dt* ^Bx** ^ 
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wobei die Konstante rechts mit C bezeichnet ist. Setzt man hierin 
9 = ^(1 -f-s) ein, so folgt dieselbe Gleichung (7) mit derselben 
Konstante c fiii- die \ rriiichtiing i.. Differentiiert raau (la) nach rr, 
(2a) nach t und subtrahiert, so ergibt sicli die Gleichung für die 
Dichte o, wieder in genau derselben Form. Setzt man darin 
so folgt dieselbe Gleichung mit derselben Kon' 
staute fRr dieYerdiehtang 8. Ersetzt man darin weiter q durch py 

indem mau die aus (3) folgenden Beziehungen ^^^^^> 

^ =jpx benutzt, so erhält man diese Gleichung auch für den 

Druck }), und zuletzt folgt sie auch noch fiir die Verschiebung u. 
Gleichung (7) ist also der gemeinsame Repräsentant der Differen- 
tialgleichungen für Dichte, Verdichtung, Druck, Geschwindigkeit 
und Verschiebung der Teilchen' ^ V'ei den (longitudinalen) Schwin- 
gungen linearer Gas- und Flüssigkeilssäulen. Denn die Ablei- 
tung ändert sich für Flüssigkeiten nicht, nur der Wert von c wird 
ein anderer, weil statt der Gleichung (3 ) eine andere Beziehung 
zwischen Druck und Dichte gilt. Fähii man nämlich in {^i ) für 

1^ nicht dea schon mit Hilfe von GL (3) ausgerechneten Wert 

sondern den allgemein gültigen || = {^)^.^' || nach (6) 
ein, so wird die Differeotialgleichung (7) in allgemeinerer Form 

Die Gleichung bleibt also nnverflndert, nur die Eonstante e hat 
nicht die spezielle Form wie in (7). In der neuen Form gilt sie 
allgemein auch f&r unroUkommene Gase und für reibungslose 
Flüssigkeiten. 

84. Die Sohallgesoliwindigkeit. Der Wert Ton e, die Schall- 
geschwindigkeit in dem betreffenden Medium (vgl. Nr. 19), h&ngt 
mit dem adiabatischen Kompressionsmodul A;^ eng zusammen; denn 

es ist nach (20) in Nr. 12 k= — v , also wird durch Ein- 

führung von — *) 



1) Sie gilt in derselben Form auch für das (Jeschwiudifrkeits- 
potential q> als abhängige Variable, dessen Bedeutung in Nr. 15 er- 
klärt worden ist. 

8) V ist hier das ipeslfieche Tolnmen. 
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5ü 



oder wenn mit erlaubter Vemachlftssigung v » t;, ^ ^ gesetzt 
wird, 

(8) 



Das Quadrat der Scballgeschwindigkeit in Flüssig- 
keiten und Gasen ist gleich dem Quotienten aus Kom- 
pressionsmodul X; und Dichte ^, oder, was dasselbe ist, 
gleich dem reziproken Wert des Produktes aus Rom- 
pressibilitftt K und Dichte ^. 

Eompressionsmodul (Yolumenelastizit&t) und Dichte hingen 
Ton der Temperatur ab; daher ändert sich die Schallgeschwindig- 
keit mit dieser. Meist wird sie mit steinender Temperatur größer, 
weil die Dichte dabei abnimmt und sich schneller ftndert als der 
Kompressionsmodul. Außerdem ist sie mit dem Druck variabel, 
da g und h auch Ton diesem abhängen. 

Bei Tollkommenen Gasen hängt e mir von der Temperatur, 

nicht vom Druck ab; denn der Quotient - ist nach der Zustands- 

gleicluiug derselben nur von der Temperatur abhängig, und zwar 
ist, wie leicht ersichtlich, 



(9) 



c — c^ Vi + « < -= Co }/« 31 



Hier ist a der thermische Ausdehnungskoeffizient der Hase 
(of = 0,00367 ■= i die Temperatur in Celsiusgraden vom Eis- 
schmelzpunkt an gerechnet, T=t-\- 273 die absolute Temperatur, 
Cq die Bcballgeschwindiirkeit bei 0® Celsius. Vorausgesetzt ist, daß 
das Verhältnis der spentischen Wärmen x sich nicht mit der Tem- 
peratur ändert, sonst gilt Gleichung (9) nicht. 

Tabelle 5 enthält die Werte der Schallgeschwindigkeit hei 0^ C. 
für einige Gase. 

Tabelle 5. 



Schweflige &&Qre .... 200«0 

Eohlens&nre 260f5 » 

Stickosydul 2631 

SchwefelwaMerttoff . . . S289t3 
ChlorwMsentoff 296i5 



m 



Saueiatoff 317,2 „ik 

Kohlenosyd 337,1 „ 

Stickstoff 337,3 „ 

Wanerstoff I2ß3 « 
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35. Schwingungen in einer beiderseits gesohlossenexi 
Bölure. Die DitiereatialL^leicbung (7) bzw. (7 a) in Nr. 33 ist ge- 
nau dieselbe wie die der Longitudinalscbwingungen von Stäben; 
daher gelten auch dieselben Integrale, die nur je nach den Grenz- 
bedingungen verschieden sind. Diese sind aber wieder unter glei- 
chen äußeren Umstanden für Geschwindigkeit, Dichte, Druck usw. 
verschieden; i. B. ist an festen Wänden (geschlossenen Rohrenden) 
die Yerscbiebang und Geschwindigkeit der Teilchen senkrecht zur 
Wand Noll, die KompMsioii (yerdichiimg) aber bat dort Hazimai- 
werte. Die Fomi der Integrale für k, u, s, p ist also snm Teü 
Tersebieden. Doeb branebt man natOrlicb nur fttr eine dieser 
Größen das passende Integral zu finden, die anderen ergeben sieb 
dann aus ibm mittels der Gleicbnngen (l) bis (4). Aus diesen 
folgt sofort^ daß Verschiebungen u und Geschwindigkeiten ii, so- 

wie Druck- und Dichtegradienten -J- und ^— an denselben Stellen 

ihre Nullwerte haben, und daß andererseits die Nollstellen (Knoten) 

der Dilatation , bzw. der Verdidbtung s und der leitUeben 

Druck- und Dichteschwankungen ^ und ^ zusammenfallen. 

Diese Beziehungen sind in der allgemeinen Zusammenstellung der 
Grenzbedingungen in Nr. 27 und in den Tabellen 3 und 4 für die 

Lage der Knoten usw. schon mit angeführt. 
Es sind folgende Fülle möglich 

1. Beide Enden der Röhre (Pfeife) sind geschlossen, 

2. Beide Enden der Röhre sind offen, 

S. Ein Ende ist offen, das andere geschlossen. 
Praktischen Wert haben besonders Fall 2 und 3; jener ist in den 
oflfenen, dieser in den gedeckten (gedackten) Lippiiii>feifen der 
Orgeln und anderen Musikinstrumenten, sowie bei Zylmderresona- 
toren annähernd verwirklicht. 

Fall 1. Beide Röhreuenden geschlossen. Die Böbre er- 
strecke siob T(Hi — 0 bis — I. 

Man erh&lt die Eigensebwingungen eines langgesti'ecktes sylin- 
driseben, allseitig geschlossenen Hohlraumes. Die Grenzbedin- 
gungen sind, da offenbar an den durch feste Wftnde gescblossenen 
Enden die Gasteilcben neb nicht senkrecht zu diesem bewegen können, 

(10) tt — 0 für a; = 0 undjc = i. 

Die DifierentüUgleicbung (7), in der man statt it die Verschiebung 
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u als abhängige Variable einsetzt, hat offenbar dieselbe Lösung 
wie die entsprechende Gleichung (3) in Nr. 16 für die Longi- 
tudinalschv, ingungen eines beiderseits festen Stabes (vgl. Nr. 26), 
Zulässige l'artialschwingungen sind 



yi^ SIU 

(11) 



Af^ sin sin»^^ 

mitfi^-^ (Ä- 1,2,3...). 

sin - - cos n^i 
c 

Die 1^ Färtialschwingang in allgemeiner Form ist die Summe 
beider, nSmlicli 

(IIa) u^={Ä^siiLni^i -\- Aj^' cosnj^i)sm^~^ ^Af^BiR^üa^nJ-^-^^), 
wobei 

(12) Ä^^yA^'^TÄr-. sin^^,- 



cos • 

Hieraus folgt alles andere. Die Partialtdne bilden die ToUstSadige 
harmonische Reihe. 

36. Schwingungen in einer beiderseits oüenen Röhre 
(offene Pfeile). Fall 2. Beide Röhreuenden offen (^offene 
Pfeife). Die elementare Theorie nimmt an, daß an den offenen 
Enden, wo die Gassäule mit der äußeren Atmosphäre in Verbin- 
dung steht, der Dmek und damit aueh die Diehte sieh momentan 
ausgleichen, so daß daselbst beide Größen konstant die äußeren 
Ruhe werte besitzen; die Verdichtung s ist also dort gleich Null. 
Die Röhre erstrecke sich von x^O bis x^l. Die Grenzbedin- 
gungen sind daher: 

(13) 5=-0 für aj=0 und x^l 

Die Differentialgleichung (7), mit s statt it als abhängiger Variablen, 
hat hier dieselbe Lösung wie die Gleichung im vorigen Fall für 
die Verschiebung tf, also 

(14) «4 -» (.Bj sin rij^t -f B^' cos Uj^i) sin 

-= Bj^ sin sin (n^t -{- '^/) 
wobei und 9^ analog wie dort bestimmt sind. 
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Für die Geschwindigkeit u ergibt sich hiemach mittels Glei- 
chung (2) und (4) in Nr. 83: 

/^-v du 1 dg 1 ds ds 
(1 5) ^ ^ = - V gl ^ (TFS dl dt 



(13a) gK|^)-0 für 



« — ***(-^* — ^4 'sin«^() sin ; 

also durch Integration 

(1 6) ^k^^ ifik cos — B^' sin <) cos , 

•vvemi man die additive liitegratiuusküiistante, die bei einer perio- 
dischen Lösung keine Bedeutung hat, wegläßt. Die Verschiebung 
if wird somit 

(1 7) Uj^ - ^(Äjk'sin»^^ + B^'wB njfy cos ^ 

- ^ 4 CO« ^ sin + . 

Statt mit ']er Ycrdiclituiig 5 kann man auch mit der Verschiebung 
u rechnen, muß dann aber als Qrenzbedmgungen einführen 

d. h. der Verschiebungsgradient (und der Geschwindigkeitsgradient) 
ist an den offenen Enden gleich Null. Diese Beziehung ergibt sich 

aus Gleichung (2) und (4) in Nr. 88, da ^- offenbar dieselben 

Nullstelleii hat wie s selbst. Diese Grenzbedingung ist dieselbe, 
welche in Nr. 26 für den Stab mit freien Enden galt. Man kann 
daher auch die dortige Lösung [Gleichung f38) in Nr. 26] ohne 
weiteres anwenden und erhilt sofort in der Form von (l 7). 
Kur die Konstanten und Bj^' sind noch mit dem konstanten 

Q 

Faktor — multipliziert. 

Die Kreis&eqnensen sind wie im Fall 1 

(löj W^==_, (»-1,J,8...J 

umfassen also die vollständige harmonische i'artialtonreiho. 

Die beiden Fälle der beiderseits geschlossenen und offenen 
Böhre unterscheiden sieh also, wie auch yon yomherein zu er- 
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warten ist, nur dadurch« daß die Noimalfimktion der einen sin — 

c 

fli.X 

ist, wenn die der anderen cos ist, und umgekehrt. 

37. Schwingungen in einer an einem Ende geaolilosse- 
nen Röhre (gedackte Pfeife). Vergleichende Zusammen- 
stellung. Fall 3. Exil Hülireueude geschlosseu, da:> andere 
offen. 

Es sei ^»0 das geschlossene, x^l das offene Ende. Die 
Grenzbedingungen sind 

(19) t*«0 für «-0, 1^-0 ftr ««l. 

Die Lösung ist genau dieselbe wie diejenige in Kr. 26 fcir die 
Longitudinalschwingungen eines bei o; = 0 festen, bei X'^l freien 
Stabes, nttmlich wie Gleichung (41) daselbst 

(20) u^^{Cj;aRt^'t'j-C^'iso8n^'t)m^^C^ 

(21) «;«4?ij=.^?^^ (t«i,M...). 

Ftbr eine BOhre mit offenem Ende bei a?»0, gesohlossenen bei 

z — l würde entsprechend cos — — statt sin zu setzen sein. 

Die Eeihe der Partialtöne enthält hier nur die ungerad- 
Kahligen «tj ""^jt ^ " ^^fF * * ^^^^h die an- 

dere Klangfarbe der gedackten Pfeifen bedingt ist. Zugleich ist 
die abpolute Höhe des Grundtones eine andere als die des 
Gnmdtpnes der gleich langen offenen Pfeife. Sie ist die tiefere 
Oktave von diesem. Die FtotialtOne einer offenen und einer ge- 
dackten Pfeife Ton gleicher Lange l sind 

Tabelle 6: 





11 2 


2 


3 3 


gedackt 


«» = 2T 


3ne , 


bnc 

— y usw. 


offen 




«1— r 


n,»— usw 
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Die zugehörigen Frequenzen sind 

Tabelle 7: 



Ereisfrequenz n 
gedackt offen 



Ä = l 



27 



T 



2«C 



Site 

usw. 



9»e 
l 



Sekundenfreqoenz 
gedackt offen 



8e 
41 



22 



2c 
21 



Sc 



USW. 



Für trockene Luft mit der Schallgeschwindigkeit c= 33 300 
cm/sek. = 333 ra/sek. bei 0^*0 sind die sekundlichen Schwingungs- 
zahlen der PartialtÖne verschieden langer Pfeifen in den Tabellen 
8a und b (entnommen aus Auerbach, Akustik, Bd. II des Hand- 
buches der Physik 1909) bis zum 
4. bzw. 8. Oberton augegeben. 

Die Lage der Knoten und 
Bäuche für Verschiebung, Ge- 
schwindigkeit, Druck, Dichte usw. 
ist bereits in Nr. 26 angegeben 
(vgl. auch die Tabellen 3 und 4) 
Fig. 26 (ebcDfalls entnommen aus: 
Handbuch der Physik, Bd. U, 
Aktifltik, bearb. von F. Auer- 
bach) zeigt die Lage der Knoten 
und Bäuche in beiden FftUen för i « » « 

den Partialton. ^'s 

Lage d«r Knoton • und BAocbe <> der 

88, Mängel der elemen- vezioekttng bei der gedadutn o^) and 
taren Theorie offener Pfeifen. o<r«i«iwrfeife mr^die e^Ti« p... 



9 
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Die Voranssetzangen, welche der elementaren Theorie der Pfeifen 
zugrunde gelegt werden, sind nieht streng. Daher stimmen die 
Beohnungsergebnlsse nicht ganz mit der Erfahrung üherein. Ins- 
besondere sind swei wesentliche Abweichungen festzustellen, welche 
die berechnete Tonhöhe und die Lage des dem offenen Ende 
nichsten Knotens betreffen. Dieser liegt dem Ende näher als die 
Rechnung fordert und zwar um so mehr, je weiter die Pfeife ist. 
Die Tonhöhe ist ebenfalls von der Röhrenweite abhängig, sie sinkt 
im allgemeinen mit abnehmendem Rohrdurchmesser. Außerdem 
macht sich auch ein EinfluB des Materials und der Oberflächen- 
bescbaffenheit der Waud auf die Tonhöhe bemerkbar. 

Diese Änderung der Tonhöhe wird dadurch hervorgerufen, daß 
die Schallgeschwiudigkeit c in engen Rr)hren nicht den Wert 
wie in freier Atmosphäre hat, sondern infolge der Reibung und 
der Wärmeabgabe des Gases an die VV^ände verkleinert wird.^) Die 
veränderte Krtoten]fi'_fe wird dadurch bedingt, daß die Orenzbedin- 
gung am offenen Ende nicht ganz richtig angesetzt ist, weswegen 
die berechnete Schallbewegung in der Röhre von der wahren ab- 
weicht. Man darf nämlich, wie Helmhol tz nachgewiesen hat, 
nicht annehmen, daß am offenen Ende gar keine Druck- und 
Dichteändenmgen stattfinden. Denn daim würde überhaupt kein 
Übergang von Schall aus der Rühre in die Atmosphäre möglich 
sein. Da in der Außenluft auch Schallbewegung vorhanden ist, 
nnr mit anderer Form der Wellenflftchen — in der Röhre ebene 
Wellen, anfierhalb nahe der Mündung ungeflfthr halbkugelige Wellen 
in großer Feme genau Kngelwellen — , so finden in der Ebene 
der Öffnung auch Druck- und DichteAnderungen statt, und zwar 
in solchem Betrage, daß die im Innern der Rdhre herrschende 
Bewegung, weldie durch Gleichung (14) bzw. (17) oder (20) dar^ 
gestellt wird, steiag in die außen Torhandene Bewegung ftbergeht^ 
Diese ist aber nicht mehr eindimensional, sondern htogt außer von 
X auch von den anderen Koordinaten p und fs ab. Man muß also 
die allgemeine Theorie zu Hilfe nehmen, um die Schallbewegung 
auf Grund der richtigen Grenzbedingung zu ermitteln und die 
„Mündungskorrektion" der Pfeife, d. h. die Verschiebung des 
ersten Knotens su berechnen* Für die prismatische und sylindrische 
Pfeife von überall gleicher Weite ist dies Problem von Lord 



1) G. Kirchhoff, Poggendorfii Aonalen d. Fhys. u. Chem. 184 

S. 177 (1868). 

KftUhne: Akiwtik U 7 
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Bayleigb, G* Kirchhof f, Helmholtz a. a. n&heningsweue ge- 
löst. Ferner Iftßt es flieh nach Helmholtz ffSa Böbrenfoimen be- 
handeln, die Ton der genauen Kreiszjlinderfonn etwas, z. T. un- 
wesentlich, abweichen, aber auch Botationsflftdien um die Röhren- 
achfle sind. Und dabei lassen sich bestimmte trompetenftbnlicbe 
Böhrenformen &iden, ftlr welche die Korrektion Null ist. Die 
Helmholtzsche „Theorie der Luftschwingiingen in Röhren mit 
offenen finden" ist schließlich auch auf solche Formen des ein- 
geschlossenen Luftraumes anwendbar, welche von der Röhrenform 
ganz abweichen, insbesondere auch solche Räume, welche nach 
allen drei Dimensionen gleichmäßig ausf^edehnt sind (Kugeln, kurze 
weite Zylinder usw.), die mit der Außenluft nur durch eine oder 
einige wenige enge Offnungen in Verbindung stehen. Solche For- 
nion — von Kirchhoff kubische Pfeifen genannt — werden 
fils Resonatoren benutzt. Die Grundzüge dieser Theorie werden 
im b. Kapitel behandelt. Vorher soll über die Schwingungsbewegung 
in Gasen für den dreidimensionalen Fall allgemein besprochen und 
im besonderen auf den Spezialfall der Kugel wellen und die 
Eigenschwingungen der konischen Pfeifen augewandt werden. 

39. Die Differentialgleichung bei Abhängigkeit von allen 
drei Raumkoordinaten. Dreidimensionales Problem. Schwin- 
gungen mit uneiidlicli kleiner Amplitude sind stets wirbelfreie Be- 
wegungen, da Wirbelbewegungen nicht unendlich klein bleiben. 
Der Gescliwindigkeitsvektor ^) u, als Funktion des Ortes betraclitet, 
läßt sich also als negativer Gradient des (skalaren) Geschwindig- 
keit spotentials 9? darstellen *j 

(22) tt«- — grad9) 

mit den EomponenteiL 

(asa) ».—§1, §i. ^. 

Diese Werte hat mau in die allgemeinen Bewegungsgleichungen 
elastischer Köri)er — Gleichung (G) in Nr. 8 — eiuüul'ühren, in 
denen die drei Hauptdrücke = 8« —1^? ^i® Scherungs- 

drücke aber gleich Null zu setzen sind. Die äußeren, aui die Yo- 



1) Es soll hier wieder die Schreibweise der Vektorrechnung an- 
gewandt werden. (Vgl. y. Ignatowsky« diese Sammlung Bd. Vi, 1). 

2) Als Gradient wird hier der Anstieg der Größe 9 oeseichnet; 
daher ist noch das negative Vorzeichen hinzugefügt. 
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luraenelemente der Flüssigkeit oder des Gases wirkenden Kräfte 
36', B' l^fl-tf^ii it^ den meisten Frilli n (wie l. B. bei der Schwere usw.) 
ein Kräftepotential F, so dali man alsdaau setzeu kann 

Sind die äußeren Kräfte Null, so erhält man dieEigenschwiogUDgen 
der Gas- bzw. Flüssigkeitsmenge. 

Bei der Umformung der Gleichungen (6) voti Nr. 8 ist fol- 
gendes zu berücksichtigen. Die Geschwindigkeit u bezieht sich in 
der Gleiehmig (6) auf ein bostimmtr-s Massenteilchen, das sich zu 
der betrachteten Zeit gerade an der Stelle z befindet, im 

Laufe der Zeit aber weiter wandert, also andere Koordinaten x\ 
y\ & erhält. Ein zur bleichen Zeit i an anderer Stelle j:, , 7/^, %^ 
befindliches Teilchen liat im allgemeinen andere (Jesehwindigkeit 
U, usw., die Geschwindigkeit ist also eine Funktion der Zeit i 
und des Ortes r, ^, ^r, an dem sich das Teilchen gerade befindet. 
Die GesamtänderuDg der Geschwindigkeit u während, des Zeit- 

Elementes di ist dtt; die BescblemiiguDg wird also j^. Diese 

Größe, ebenfalls eine Funktion von i und x^ff,z, Iftßt sieb in 
ihren Konii»onenten schreiben 

l4* ^"x . dUgdx du^ dy dttg dB 
dt " dt dx dt dy dt dg dt 



(24) 



et ' dx * ' dy * öz 

1< "aa; % dy 3^ 



i«d«a ««. berilek-dchtHt, daß ^; = ^;^-«.iH «w. Siodn» 
die Geschwindigkeiten und ihre Änderungen unendlich klein, so 

sind die Produkte ^ J usw. von höherer Ordnung klein und 
können vemaehlSssigt weiden, so daß bei Bewegungen mit un- 
endlich kleinen Verschiebungen, Geschwindigkeiten usw. ^ durch 
^ ersetzt werden kann. Anders ausgedrückt heißt dies: man 

braucht keine Bttcksicht darauf zu nehmen, daß bei der Bewegung 
eigentlich immer neue TeUchen an den betrachteten Baumpunkt 

7* 
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X, y, z gelangen, und kann so rechnen, als ob ein Raumelement 
immer von denselben materiellen Teilchen erlullt bleibt. 

Die drei liewegungsgleichungen (6) von Nr. 8, welche bei 
Wegfall der Schenmgsdrücke X^, usw. in die Eul ersehen 
hydrodynaaii«c1i«n Gleielrangen 11b«rgeheii 

dt Q ddx' dt Q Q d'y' dt Q Q dz' 

verein&ehen sich mit Bücksicht hierauf noch weiter. Setzt man 

• »du 
namlioh jetzt die partiellen Differentialqnotienten . ^ usw. stallt 

usw. ein, führt man femer das Potential V der äußeren 

Krftite nach (23) und die neue Eil&größe 

(26) ^-/t' 

Po 

ein, so erhalten die Gleichungen die Form^) 

(") &=-a^(^+^)' w'=-Ä^^+^)' 3«'=-a-,(^+^)- 

Führt man nun das Geschwindigkeitspotential tp ein, so weiden sie 
und daraus folgt') 

(29) ^Jt+r+e-m + c. 

C ist eine additive Integrationskonstante. Die nur von der Zeit 
abhängige Funktion f(j,) kann gleich Null gesetzt werden. Denn 

1) In (26) ist die Dichte q eine Funktion nur des Druckes p und 

umgekehrt. Man hat daher ^ = ^ / - ^ = — . Also wird — |^ 
* dp dp J p 9 9 dx 

t=m —- = — - , und das Gleiche gilt für die anderen Koordinaten 
dp ost ox 

y und z. 

2) Die linken Seiten von (28) sind die räumlichen Ableitungen 
der Funktion ^ + ^+ ^'^^ ^ ^''^ Funktion 
nur noch Ton der Zeit abhSagen. 
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man kann zu qt eine gans beliebige Fanktion der Zeit addifiT hin* 
znfOgen, obne daß dadurch an den Geschwindigkeiten und über- 
haupt an der Bewegung, die man aus tp berechnet, etwas geändert 
wird. Diese Funktion kann man so wählen, daß ihre zeitliche Ab- 
geleitete gleich f(t) wird, so daß auf beiden Seiten von Gleichung 

(29) das Glied f(t) additiv auftritt und sich weghebt. 

Sind auch die äußeren Volumenkräfte di\ ^\ 3' yetnach» 
llissigeü, so ist V konstant, kann also gleich C angenommen wer- 
den, so daß aurb diese beiden Größen wegfallen. Es bleibt somit 
als Gleichung für (p 

(30) + 
wobei « 

(31) ■ -P-Zt- •P-'f'W- 

? 

Der Druck j> ist mit der Dichte q durch das für den betr* ff» nden 
Körper unter den besonderen Umständen des Problems geltende 
Druckgesetz verbunden, was hier durch die Gleichung = F^q) 
ausgedr&ckt wird; bei isothermen Zustandbiinderungeu idealer 
Gase ist es z. B. das Boyle-Mariottesche Gesetz j3 = konst. ^, 
bei adiabatischen das Gesetz p = konst. q". Dazu kommt die Kon 
tinuitätsgleichung (37) von Nr. 14, die durch Einführung von q> 
flbergeht in 

Durch die Gleichungen (30) bis (32) sind die vier Größen q- , 
Qy P bestimmt, wenn noch die Grenz- i^nd Anfanpfsbedingungen 
gegeben sind. Man kann P, p aus ihnen eliminieren und erhält 
dann als Gleichung, welcher (p genügen muß: 

(33) '>-c'A^, («'-!?)• 

Denn durch Differentiation von (30) nach t erhilt man mit Bflck- 
flicht auf (31) 

di* Bt'^ dt*'^ 9 dt^ dt* ^ " ' 

dt du 'dt' dg' dt 
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ist. Setzt man hier nun für aus (32) den Wert^A^) ein, so er- 
gibt sich Gleiehuug (33), wena man nocli den Difiterentialqaotieiiteii 
1^, der bei unendlicli kleinen Ändemngen einen konstanten (nnr 

noch von der Teni})eratur abhäiigigea) Wert besitzt, mit be- 
zeichnet. Wie von früher her bekannt (vgl. Nr. 19) ist c die Aiis- 
breitungsgeschwindigkeit longitudinaler Wellen lu dem Medium. 

Die Gleichung (33) ist das dreidimensionale Analogon der 
früher ausführlich behandelten eindimensionalen Gleichung (13) 
in Nr. 18. Diese wird nSmlidi dnrch Einführung des Gesehwin* 
digkeitspotentials ip zu 

eine Gleichung, die auch aus (33) hervorgeht, wenn man die 
Glieder mit p und e weglaBt. 

40. Die möglichon Formen der Lösung. Fortschroitonde 
und stehende Wellen. Die Lö.siing des Problems der Schwin- 
gungen in Gas- oder Flüssigkeitsmc ngen kommt also darauf hin- 
aus, Lösungen der Gleichung (33), der allgemeinen Wellengleichung, 
zu finden, welche auch die Grenzbedingungen und Anfangsbedin- 
gungen be&iedigen. Bei diesen Lösungen sind die beiden Klassen 
der fortschreitenden Wellen und der stehenden Schwin- 
gungen zu unterscheiden. Letztere können nur in abgeschlossenen 
Systemen stattfinden, d. b. solchen Systemen, bei denen keine 
Energieahgabe nach auBen durch Schallstrahlung erfolgt Dabei 
können diese Systeme nach einer oder mehreren Dimensionen unend- 
lich ausgedehnt sein. Z. B. kann auch der ganze unendliche Baum 
von ebenen stehenden Wellen erfüllt gedacht werden. Das Charak- 
teristische daran ist immer, daß nirgends Energie dauernd in einer 
Bichtung strömt, wie das bei fortsdireitenden Wellen der Fall ist. 

Endlich ausgedehnte Systeme mflssen, damit sie keine Energie 
durch Schallstrahlung abgeben können, allseitig von festen Wän- 
den umgeben sein. Die Schallbewerrnng in solchen ringsum ein- 
geschiussenen Oasräumr-n ist, sobald sie stationär geworden ist, 
eine stehfnde Schwingung, und /wur eine Eigeiischwingun<j, wenn 
kein«' iiuüeren Kräfte wirken, tme erzwungene, wenn solche üuße- 
rtM!, nur von der Zeit abhängigen periodischen Kräfte wirksam 
sind. Die stehende Schwingung geht, physikaliscli betrachtet, aus 
der Übereinanderlagerung fortschreitender Wellensysteme hervor. 
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im einfachsten Falle aus einem direkten und einem an den Wän« 
den reflektierten. Solange der stationäre Zustand noch nicht er- 
reicht ist, muß man zur Lösung der Gleichung (33) Integrale be- 
nutzen, welche fortschreitende Wellen darstellen; nach Eintritt 
dieses Zustandes kann die Lösung auch in solcher Form aufge- 
stellt werden, daß fortschreitende Wellen iLberhaupt nicht mehr 
darin vorkommen. 

Iiu stationären Zustand ist die Verschiebung und Geschwin- 
digkeit, und dalior auch das Geschwindigkeitspotential (p einer 
einfach periodischen Funktion der Zeit proportional, als welche im 
einfachsten Falle die Sinus- bezw. Kosinusfunktion oder — beide 
zusammenfassend — die Exponentialfunktion mit imaginären Ex- 
ponenten zu wählen ist. Solche Lösungen sind z. ß. die für die 
Eigenscliwingungen zylindrischer Pfeifen in Nr. 85 bis 87 auf- 
gestellten AnsdrOclre der Yersdiielnmg, Dicht^derung usw. Aus 
dem soeben Gesagten geht aber auch hervor, daß die dort ange- 
gebenen Lösungen eigentlich nur für die beiderseits geschlossene 
Rdhre streng sind; fttr die einseitig oder beiderseitig offene Bdhre 
kann die Lösung nur annftbemd richtig sein, weil bei diesen Böhren- 
formen gar kein geschlossener Hohlraum Yorliegti also auch kein 
stationärer Zustand der Bewegung möglich ist» der nur auf das 
Innere der Böbre beschränkt bleibt. Jedesmal, wenn die den Gas- 
raum einschließenden Wände irgendwelche Öffnungen haben, durch 
die das Gas mit dem Außenraum in Verbindung steht, versagt 
die elementare Theorie, welche nur die Schwingungen der ein- 
geschlossenen GkMmenge berücksichtigt, und man muß auch die 
Schallbewegung im Außenraum mit in Betracht ziehen. Das ist 
also, da völlig abgeschlossene Gasrnume selten vorkommen, eigent- 
lich immer nötig. Helmlioltz hat gezeigt, wie man mit flilfe 
gewisser allf^emeiner Sätze der Potentialtheorie auch dieses Problem 
in besonderen Fällen lösen kann, indem man den Außen- und 
Innenraum in versrlnedene Teile teilt, für diese jmssende Lösungen 
aufsucht und dieselben dann geeignet kombiniert. (Vgl. Kap. 8). 

Für den Fall des vollkommen abgeschlossenen Systems, bei 
dem es sich also um stehende Schwingungen handelt, erhält man 
die dieser Bewegung entsprechende Lösung der (Gleichung (33), 
indem man einer einfach periodischen l" imktion der Zeit pro- 
portional setzt, im einfachsten Falle also proportional sin n t bezw. 
cosn/, oder, beides zusammenfassend, Mathematisch betrach- 
tet kommt das auf die Lösung durch Zerspalten der abMngigen 
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Variablen in ein Produkt mehrerer, nur von je einer ürrariablen 
abhängigen Funktionen hinaus, die auf die einfachere eindimen- 
sionale Qleichung (34) früher bereits angewandt worden ist. 
Setzt man in (33) 

(35) = 

wo (p^^ nur von mir von den Haumkoordinaten abhängt^ 80 

zerfällt die Gleichung in die beiden Gleichungen 

(36) ^ + nW>-0; 

(37) A»>* + T9>*-0 oder A<p* + i'<p* — 0, 

indem man ^ ~ ^ setzt; ii ist wie früher eine neu eingeführte 

Konstante, die, wie sich aus (36) ergibt, die Ereisfrei^Luens der 
Schwingung ist. Diese Frequenz bezw. die möglichen Frequenzen 
der Eiigensäiwingttngen sind mit Hilfe der Grenzbedingungen zu 
berechnen, welche die „Normalfnnktion'* 9* des betreffenden 
Raumes zu erfüllen hat. Im Innern des Baumes muß 9* überall 
d'er Gleichung (37) genügen. 

4L Fortaohxeiteiide Kugelwellen. Eine wichtige Form der 
LSsung Yon Gleichung (33) ist diejenige, welche fortschreitende 
kugelförmige Wellen darstelli Nimmt man an, daß die Erregung 
der Sdiwtngung Ton einem Punkte 0 in der ruhenden, allseitig 
unendlich ausgedehnten Gasmasse ausgeht, so folgt aus Sjmmetrie- 
gründen, daß sich die Erregung rings um 0 mit nach allen Rich- 
tungen gleicher Geschwindigkeit ausbreiten muß. Die entstehen- 
den Wellenflächen sind also Kugelflächen um 0 als Mittelpunkt 
Das läßt sich analytisch leicht aus (33) ableiten. 

Man führt räumliche Polarkoordinaten r, -O-, to ein. Es ist r 
der Radiusvektor vom Anfangspunkte 0 bis zu dem betrachteten 
Aufpunkt 1\ positiv gerechnet im Sinne von 0 nach P\ ^ der 
Winkel zwischen r und der ^- Achse (Zenitdistanz j, w der Winkel, 
welchen die durch P und die ir- Achse gelegte Meridianebene mit 
der ir^-Ebene rinscbließt (Azimut). Damit r, -O", qj ein rechtwink- 
liu^es System bikion wie £^ ist das Azimut w in der ümlaufs- 
richtung zu nehmen, welche die positive jc-Achse mit dem kleinsten 
Drehungswinkel (90®) in die positive t/- Achse dreht, und von 0 
bis 2n zu ibciiueni die ZenitdibLanz y- lai von der positiven Achse 
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an za rechnen und von Ohls ie tu ^Uen. 
Beide Bichtungen sind in der Figur 37 
durch Pfeile angedeutet Drückt man Aqp 
in diesen Koordinaten ans, so erhKlt man^) 

(3S) A.»i^ + ,^-^ 



d9 



r'Bin*»a«* 



i 
















X 





n«. 17. 

Beditshftndigea Polarkooidl« 
MWnfystem r, 9, tu. 



Nun kann hier aber ans Symmetrie^ 
grtknden keine Abhängigkeit TOn ^ und m 
Torhanden sein, da die Bewegung sich gleichmftfiig nach allen 

Seiten ausbreitet; daher sind ^ und gleich Null zu setzen 

und es hängt alles nur yon r ab. Es wird hier also speziell 

(38a) A,-i^^2). 

Setzt man dies in (33) ein, multipliziert beiderseits mit r und 
berücksichtigt, daß r nicht von t abhängt, daß man also ^^r^ 
statt r schreiben kann, so geht die Bewegungsgleichung Über in 

Das ist aber nichts anderes als die Differentialgleichung der 
ebenen Wellen (vgl. Gl. 7 in Nr. 85), für welche die allgemeine 
Lösung nach d'Alembert in Nr. 19 aufgestellt worden ist. Nur 
ist lüer die abhängige Variable das Produkt rg), Geschwindigkeits- 
potential mal Radiusvektor. Benutzt man die d" A 1 embertsche 
Lösung und dividiert beiderseits noch mit r, so ergiht sich für das 
Geschwindigkeitspotential der Kugelwellen der Ausdruck 



(40) 



9'-7<l>(r + cO + i«F(r-c<) 



Die Funktion - W{r — ct) stellt eine yon 0 nach außen fort- 
schreitende (diTcrgierende) Welle, ^<P(r-f eine Ton außen 

1) Vgl. z. B. H. Weber, Die partiellen DiflTerentialgleichungtti 
der mathematischen Phjsik Bd. I § 44. (Biaunschweig 1910). 
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nach 0 hinschreitende (konvergierende) Welle dar; bei beiden 
nimmt die Amplitude mit zonehmender fiiitfenitmg von 0 ab wie 

• Die nach 0 hinschreitende Welle kann natfirlich praktisch nur 

durch Reflexion einer nac^h außen gegangenen Welle an einer 
Kugelfläche ermif^t werden. Ist nur eine dieser beiden Wellen vor- 
banden, so hat man die betreä'eude audere Funktion <J> oder W 
gleich Null zu setzen. 

Durch Differentiation nach r erhilt man die Geschwindigkeit 
u, die immer in die Richtung r fallt und daher als tt^ bezeichnet 
werden soll 



(41) 



ld<tnr4-ct^ l , , ldV(r — cl) 



Daraus folgt, daß die Geschwindigkeit mit wachsendem Ab* 
stand r yom Erregnngszentnun nicht gleichmäßig abnimmt, wie 

das Potential <p, sondern in unmittelbarer N&he von 0 wie 

iD grober Entfernung aber wie dazwischen nach einem kom< 

pliziertcren Gesetze. 

Multipliziert man beide Seiten von (40) mit di und integriert, 
so erhält mau die Verschiebung der Teilchen 



(42) 



Obere Integrationsgrenze ist der Zeitmoment t, für den man 
die Verschiebung haben will, untere Grenze der Zeitmoment, wo 
das Teilchen sich in seiner Ruhelage befand, also Null war. 
Auch hier gilt in kleiner Entfernung r Abnahme der Amplitude 

wie mit wachsendem r, in sehr großer Entfernung Abnahme 

. 1 
wie - • • 
r 

Aus der Koiitiüuitätsgleicbuug (32) in Nr. 39, iu welcher 
rechts q durch den konstanten Ruhewert q ersetzt werden kann^ 
ergibt sich weiter mit Bücksicht auf (38 a) und (39) 
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(43) 



Die Integration ?(?ronzf'n sir.'l der Zeitmoment für den die 
Dichte Q ist, und der Zeitmument, wo sie (f ist, wo also die Ver- 
dichtimg s Null ist. 

Diese Gleielmug aber läßt sich integrieren, wenn man nach 

(39) unter dem Iiitegpralzeiohen - durch ~ ersetzt Es 
wird dttnii 

Schließlich wird der Druck 
(44) P^-q" =^(1 + sy = appr. p{i + h^) , 

indem mftn (1 + ^)" nach dem binomischen Lehrsatz entwickelt 
und beim zweiten Gliede abbricht. 

Ist beispielsweise nur eine divergierende Siniiswelle W vor- 
handen, so wird danach 

(46) 9«^8in^(r-cO+7-co8^(r-<!<)=78in[^(r-cO+öj, 

(46) A' = AcosO^ Ä'=^ÄainO, 

Es ist l die Wellenlänge, -^■■J^^ die sekundliche Schwin- 
gnngsfrequenz. Weiter ist 

(47) u, ^If- co8[^ (r - et) + 0] + ^, süi[^ (r - et) + ö] , 

(48) - ^ tin [i^ (r - CO + 0] + 5-;^ cos (r - c 0 + «] . 

Die Hinzufüguncr der Integrationstrrenzen rechts ist übertlüssig, 
wenn, wie es hier gesciueht, die iinti i »j iirenze /q sü gewühlt wird, 
daß die Verschiebung u^. dabei verschwindet. Diese Zeit (q ist also 
dadurch bestimmt, daß für sie u^^^O sein soll; daher ist sie aus 
der Gleichung zu berechnen: 
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(60) 



(49) tg[^(._«g + e] = _^L. 

Fanw wird die Vardielitiiiig nach (43 s) 

= 7j ar'— ^* — rX' J sm[^(r-C/)+«J«« 

Auch hier kann die Bezeichnung der Grenzen wegbleiben. Die 
Zeiten /q* welche 0 iat, ergeben sich hier ans der Gleichung 

cos (r — -f — 0, also 

Aus der Yerdichtnng folgt ohne weiteres der Druck dessen 

Wert hier nicht mehr hingMchrieben werden soll. 

Die Verdichtungs- und Druckwelle breitet sich also ebenso wie 
die Potentialwelle (p selbst ohne Deformation, nur mit abnehmen- 
der Amplitude, aus. Dagegen erleiden die Geschwindigkeits- und 
Yerscbiebungswellen außer der Amplitudenabnahme Deformationen, 
da die Amplitudp unjfleich abnimmt. 

St;itt M)it dem Geschwindigkeitspotential kann man hier ebenso- 
gut mit der Verdichtung rechnen. Für diese ergibt sifh nämlich, 
wie man ans den Gleichungen (2öj, der Koni inmtätsgieichung (32) 
in Nr. 39 und den Gleichungen (3) und (4) in Nr. 33 leicht ab- 
leiten kann, genau dieselbe Differentialgleichung (39), wenn man 
darin q> durch s ersetzt^), aUo 

1) Bei der Ableitung ist zu berücksichtigen, daß wegen der Tor- 
auBgesetzten Symmetrie um 0 Verrückungen, Geschwindigkeiten, OrU 

liehe Druckvariationen us-w mir in der Richtung dcS Radius f ▼Orkom« 
men. Die Kontinuitätsgleichuug vmd daher 

denn in dem allgemeinen Ausdruck itir dir u in Eugelkoordinaten 
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42. Stellende Kiigelwellen. Eigensohwingiingen koni- 
seher Köhren. Konisohe Pfeifen. Mittels Kagelwellen lassen 
sieh die Scliwingungen yod konischen Böfaren (Pfeifen) behandeln. 
Denn die Bewegung der freien Kagelwellen wird nicbt ge^iudert, 
wenn man parallel der Beweg ungariehtung, also in Richtang der 
Radien r, feste Wilnde aofstellt. Diese grenzen konisehe Bohren ab. 

Die Eigeosohwingongen dieser Köhren sind aber stehende 
Sehwingongen. Man erhslt diese dnreh Übereinanderlagenmg einer 
▼on 0 divergierenden und einer nach 0 konTsrgiexenden Welle. 
Einfacher wird die Rechnung, wenn man wie hei zylindrischen 
Pfeifen die Methode der Partikularintegrale benutzt, d. h. eine der 
Bemoallischen Lösung analoge Lösung der Gleichung (39) durch 
Zerspaltong sucht Die Rechnang ist, da die Form der Differential- 
glei<^ang dieselbe ist^ im wesentlichen die gleiche. Man setzt rtp 
bezw. s als Produkt zweier Funktionen an, von denen die eine nur 
von r, die andere nur von i abhängt. Für letztere kann man gleich 
die einfache Sinusfunktion einführen, d. h. man nimmt von vorn- 
herein an, daß man es mit einer Schwingung zu tun hat, die einem 
einfai h' n reinen Ton entspricht. Die Rechnung ist von Barton 
durchgeführt worden.*) Sie ist im wesentlichen gleich derjenigen 
für zylindrische Pfeifen; nur die transzendenten Gleichungen, aus 
denen die Eigeufrequtuzeu berechnet werden, sind andere als dort 
Die BewegUDgsgleichung (o9) geht durch den Ansatz 

(52) = (r y)* sin {nt -f 

hei dem (r^?)* nar TOn r ahhftngen soll, Aber in 

(63) ^^-V^(T<ff-0. 

fällt das S. und 8. Glied rechts aus dem oben genannten Grunde weg. 
J>ie Enlersohen Gleichnngen rednsieren sich anf die eine Gleichung 

dr dt 9 dt' 

indem man noch beiderseits mit multipliziert 

Behandelt man diese Gleichnngen genau so wie die Gleichung i a) 

und (2 a) in Nr. 33 und berücksichtigt schließlich, daß -ö-f- = r|4 
-|- 2 ^ ist, 80 erhält man die gesuchte Gleichnng. 

1) E. H. Barton, Text-Book on Sound (London 1908), 8. 264. — 
Philoe. Magaiine (6) 16. 1908. S. 69. 
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Hiorans folgen die NonaaUiiiiktioiieii in der allgemeineD Farm 

Je nach den Grenzbedingiingen ist Af. oder 7?^ gleich Null za 
setzen und die Froquenzen ri/. haben versehiedone Werte. 

Fall 1. Beide Enden des Kegolstumpfes geschlossen.*) 
Die Radien der beiden schließenden Kugelflächen seien und 
wobei < ist. Die Grenzbedingungen sind 

(56) bezw. it^ — 0 för r — r| und r — r,. 

Indem man durch Differentiation von (54) bildet und in (55) 
einsetzt, erhält man die Gleichungen für n 



(56) 



AI ' cos -- — Bin ) = J?( — -sin * + cos M 

A (- ' cos-s-i — sm M = 5( sin— ^ + cos— ^) 
\ c e e/ \c c' c/ 



und hieraus die beiden einander gleichen Werte des Quotienten der 
Amplituden A und B 

nr, nr. , nr, nr, nr- . «r- 
— *■ OOS — — sin — - — ' cos — - — sin — - 
B__^ e e e _^ c e c_ 

^ ^ A^nrt . nr, , wr, '^«r, . nr, , nr, * 

-isin — 1- + C0B— *^ —'sin- — ^-fcos 



t e ' e e e ' e 

Durch Gleichsetzen der beiden Werte Yon ^ ergibt sich die tran- 
szendente Bestinunmigsgleichung fOr n. ZurYcreinfaehung setzt man 

(58) ^-iee,, ^-tg9, 

und erhält damit nach einfachen Umformungen 
(Ö7a) |_tg(ö.-?^) = tg(e,-'i^). 

Die Bestimmungsgleichung fftr n wird also 
(69) tg(ö,_ü^),tg(«.-^') 

1) Streng genommen mfissen die YerschluBflächen Kugelflftehen 
am den Mittelpunkt 0 sein Bei nicht sehr großen Kegelwiokeln 
können diese aber praktisch durch £benen ersetet werden. 
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mit der Lösung 

(60) =^-ei-";"-e,±*» (*.- 0,1,3...) 
oder mit WiedereinfSihruDg yoxl — ^ und — ^ 

(61) .?^i-«e«Ä5^i-=^i-«6tg=^±** 

Hier ist unter arc der kleinste zu dem betrefienden Tangenswert 
geliörige Bogen (Hauptwert) verstanden; sonst könnte das Glied 
kTt wegbleiben. Die Gleichung (60) läÜt sich mit anderer An- 
ordnung der Glieder schreiben 



!i-^±*«-9.-«i- 



c c 

Und daraus folgt, wenn man beiderseits die Tangensfunktion bildet 



Statt beide Radien und zu kennen, genügt offenbar die 
Kenntnis des einen von ihnen, etwa des gröBeren ond des Ter- 

hältnisses — = das hierbei ein echter Bruch ist, und zwar um 

so kleiner, je näher die vordere Begren/.ungsfläche der Kegel spit/e 
liegt; für einen Vollkegel wird « = 0, da f'i = 0 ist. Setzt man 
zur Vereinfachung der Schreibweise 

(63) ifi-x, aUo g=,), 

80 nehmen die Gleichungen (61) imd (62) die Form an 

(61 a) sx — arc (ig ex) = x — arc (ig x) ±_ hn 

(62 a) tg[(l-t)*l-^^-:jP^. 

Diese gleichbedeutenden Gleichungen für x lassen sich leicht 
graphisch lösen, am bequemsten in der Form (61a). Sie ergeben 
zu jedem Werte s eine unendliche Reihe diskreter Wurzeln Xj^. 
Aus diesen erhält man dann mittels (63) die Frequenzen Die 
graphische Lösung erfordert nur die zeichnerische Konstruktion 
der Ausdrücke = — arc(tg€a;) und y = — arc(tga;)i;Ä7f 
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als Funktionen von von denen die letztere unendlich viele paral- 
lele (jedeBmal um die Strecke ir in der Ordinatenrichtung verscho- 
bene) Zweige bat. Statt dessen kann man ebenso gnt das Glied 
± ib« za der Funktion y' hinzufügen, wodurch diese nnendlieh viele 
Zweige eibalt (Fig. 28). Die Abszissen der Schnittpunkte beider 
Karren bezw. Knrvenschaien jf und y' sind die gesuchten Wurzeln 
Ihre Gr5fie hftngt also von dem jeweilig geltenden Werte e ab. 

Das bedeutet: bei 
einer konischen 
Pfeife kommt ea 
nicht allein auf die 
Lttttge derselben 
»2 — r^an, sondern 
auch auf das Ver- 

blltnis^. Mitan- 

deren Worten: die 

Eigenfrequenz 
hängt außer von 
der Länge der 
Pfeife noch von 
der Entfernung )\ 
zwischen der vor- 
deren Mflttdung 
und der zu ergän- 
zenden Kegel- 
spitze ab. Je großer diese ist, desto mehr nimmt die konische Pfeife 
den Charakter einer zylindrischen an, desto geringer ist die Wirkung 
ihrer Konidtfti Wie Übrigens aus den Gleichungen (61) oder (62) 
bervorgeht, hat die Konizitttt nur bei sehr kleinen Werten von % 
merklichen Einfluß. Bei größeren Werten von e liegen die Schnitt- 
punkte bereits auf den nahezu geradlinigen Teilen der Kurven y 
und y\ und die Frequenzen n werden fast genau dies^ben wie 
bei zylindrischen Pfeifen der gleichen L&nge r^ — r^. 

Besonderes Interesse erregt der Spezialfall la. VoUkegel 
mit geschlossener Basis. 

Es ist = 0, also £ ^ 0, und die Bestimmungsgleichang geht 
über in die bekannte Gleichung 
(64) igx^x 
mit den Wurzeln 
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(65) X««- 0, «1 4,493, 7,725, j-,» 10,904, ^r«— 14,066, . . . 
Die Frequenzen werden also 

V 4,493c 7,725c 10,904c 

(65a; 1 1 -» • • 

Der Quotient ^ wird gleich Kuli, weil B, und — — 0 sind. Also 

, . . nx.r 

beschränkt sich die Normalfunktion auf das Glied Ä^^ sin , und 

die Lösung für eine Partialschwiagnng wird dargestellt durch das 
Geschwindigkeitspotfintial 

(66) 9) = ^*8in^sin(V + ^*). 

Die Lage der Knotenfiftchen für die Geschwindigkeit und Ver- 

? Cp 

scliiübung ergibt sich aus der (ileichung — ^ ^» ^® ^^^^ nach 
einigen Umfoimiingen die Gestalt erh&lt 

^ c c » 

also dieselbe Gleichung (64), welche zur Frequenzbestimmung 
dient, wenn darin statt r gesetzt wird. Man findet also liherall 

da Knotenflächen der Geschwindigkeit^ wo das Produkt einen 

der Werte (65) annimmt. Diese Flächen haben nicht gleichen 
Abstand von einander wie hei zylindrischen Pfeifen; die Abstände 
näheren sich aber immer mehr einem konstanten Grenzwert, je 
weiter die Enotenflächen von der Spitze entfernt sind, je höher 
also die Ordnungszahl k ist; denn mit wachsendem k näheiii sich 
die Differenzen zweier aufeinanderfolgender Wurzeln Xj^ der Werte- 
reihe (65) immer mehr dem Werte 7r=» 3,14159. Wichtiger als 
der soehpn behandelte Fall ist der folgende. 

Fall 2. Beide Enden des Kego 1 stumpfes offen. Die 
(näherungs weise richtigen) Greuzbedingungen sind 

(67) « — 0 für r — Tj und r — r,. 

Benutzt man hier die Differentialgleichung (31) a) von Nr. 41 
und als Lösung die Kormalfnnktion 

(68) (rs)* = C sin ^ H- 2> cos ^ , 

so kann man die beiden aus den Grenzbedingungen folgenden 

K*Ulitt«: Akustik II. 8 
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Gleichungen unmittelbar hinschreiben 

(69) 0 sin 4- i> cos ^ = 0, C sin ^ + i> cos ^ = 0 . 

Das sind aber OleiohuDgen Yon genau derselben Form wie die fDr 
zjlindrische Pfeifen mit offenen Snden bezw. fOr 'solche mit ge< 
schlossenen Enden, wenn man nicht 8 sondern u als Variable 
nimmt. Die Ldsnng ist also auch analog. Es wird 

(70) ^ tg-^ tg-^, 

wpraus die Bestimmungsgleichnng für n folgt 

(71) *jrT^-t«=? ■ 

mit der Lösung 

(72) !!£i_=I.±i, d.h.».--**^, (Jfc-0,1,2...) 

Man erhält also die vollständige harmonische Partialtonreibe wie für 
eine beiderseits offene zylindrische Pfeife, deren Länge — 
ist. Die KoiiiziLcit der Pfeife kommt hier iiltorhaupt nicht in Be- 
tracht. Die Lage der ivnotcnfiächcn der Verdichtung ist au« h die- 
selbe wie bei der zylindrischen Pfeife. Die Normalfunktion (68) 
läßt sich mit EinfOhrong des Wertes 2> aus (69) in einer der 
beiden Formen schreiben 

(73) Sj* = — - sm *^ ^ * • oder «j* sm — *- , 
die YoUe Lösung also 

3^ - ^ sm ' > sin (fif^t + ^) oder 

- Sin ^ sm {n^t + 

wobei C; Cl' ^ ist. 

cos — — C08 
c c 

Benutzt man nicht die Differentialgleichung (39 a) fftr s, 
sondern die entsprechende (39) fQrdasGesehwfndigkeitspotential^), 
so hat man sur Au&tellung der Grenzbedingungen die durch (43) 
in Nr. 41 ausgedrückte Beziehnng zu benutzen, woraus sofort die- . 
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selben Bedingungsgleichuugen folgen. Es ist dabei 

(75) (r y)* = -4 siu ^ + cös ™ , r 9) = (ry)* sin (m < -j- -O-) , 
uitd die BedinguDgsgleicbttDgen worden daher 

(76) jisin^'J^+Äcos-^-^-O, ^8in^ + Scos^^-0; 

es tritt also nvac^A und an die Stelle von C und J). Diese Be- 
ziebungen gelten auch noch, wenn ri = 0 wird, d.h. für den 
Spezialfall 2a. Yollkegel mit offener Basis. An der Spitze, 
die in diesem Fall geschlossen ist, gilt auch die Grenzbedingung 
rs = 0. Daher bleiben alle Gleichungen von (68) bis (76) in 
Kraft, wenn man darin = 0 setzt. Ein Yollkegel mit offener 
Basis hat daher als Eigentöne die volle harraonischo Partialton- 
reihe und kann ebenso wie ein Zylinder als Resonator für solche 
Töne dienen, was durch den Versuch bestätigt wird. 

5. Kapitel. 

Transversal- oder Biegiiugsscliwiiiguiigen von Stäben. 

43. Allgemeines. Kinematik der Stabbiegung. Gerade 
Stäbe. Der Querschnitt soll eine ebene Figur mit einer oder 
mehreren Symmetrieachsen sein, z. B. ein gleichschenkliges Dreieck 
(eine Symmetrieachse), ein Hecbteck oder pitip Ellipse (zwei Öyni- 
metriear-h'son), ein Quadrat (zwei Paare Symmetrieachsen), ein 
Kreis (unendlich viele Symmetrieachsen), ein Eing (elliptischer, 
Kreisring usw. bei bohlen Stäben oder Köhren) und andere For- 
men (vgl.Fig,29). 

Die Größe des | i ^ 

Querschnitts q ^ ^ I 1 ^ 

kann längs des 
Stabes variieren, die Kichtung der Symmetrieachsen soll uImt über- 
all dieselbe sein, d. h. der Stab soll nicht tordiert bein. Pur die 
schließUche Rechnung wird auch die Veränderlichkeit des Quer- 
schnitts fallen gelassen und konstanter Querschnitt angenommen 
werden. 

Achse (Mittellinie) des Stabes ist diejenige Linie, welche 
durch die Schwerpunkte (Trägbeitsmittelpuiikte) aller aufeinan- 
derfolgenden Querschnitte bindurobgeht Durch die Festsetzung, 

8* 
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daß diese Linie eine Gerade sein soll, wird aucli bei veränderlicher 
Querschnittsgröße der „gerade" Stab definiert. Besitzt der Quer- 
si liiiitt zwei oder mehr Symmetrieachsen, so ist der gemeinschaft- 
iiclie SchnitL|juukt derselben zugleich der Schwerpunkt des Quer- 
schnitts. 

Denkt man sieh den Qiiersdmitfc gleidifönnig mit Masse be- 
legt, oder anders ausgedrilekt, nimmt man statt des (flüdieDbaften) 
Querschnitts eine duroli zwei benachbarte Querschnitte mit dem 
gegenseitigen Abstand äx ans dem Stab herausgeschnittene unend- 
lich dünne körperliche Scheibe mit gleicbfSrmiger rftumlicher 
Dichte, 80 kann man das TrSgheitsmoment dieser Scheibe bzw. 
des Querschnitts fttr die Rotation um eine beliebige, in der Ebene 
dieses Querschnitts liegende, Achse berechnen. Besonders wichtig 
für die Theorie der Biegung von Stäben ist der Wert dieses 
Trägheitsmomentes in dem Fall, daß die Drehachse durch den 
Querschnittsschwerpunkt hindurchgeht. Fällt außerdem noch die 
Drehachse mit einer der vorhergenannten Symmetrieachsen zu- 
sammen, so nimmt das Trligbeitsmoment ausgezeichnete Werte an 
(Maximum, z. B. für elliptischen Querschnitt bei Drehung um die 
kleine Ellipsenachse; Minimum, z. B. bei Drehung um die große 
Ellipsenachse; eventuell auch Maximum — Minimum oder schließ- 
lich konstanten Wert bei kreisförmigem Querschnitt). 

Für die Transversalschwingungen der Sfäbe kommen haupt- 
sächlich solche Biegungen in Betracht, bei denen die Querschnitte 
sich um die Achse des kleinsten Trägheitsmomentes drehen, z. B. 
bei elliptischem Querschnitt liiegungeu parallel der kürzeren Ellip- 
senachse, bei rechteckigem Querschnitt Biegungen parallel der 
kürzeren Kaute, weil in dieser Richtung der liiegungswiderstand 
am geringsten ist. 

Das Trägheitsmoment des gleichförmig mit Masse belegten 
Querschnitts q oder besser der Scheibe yom FlScheninhalt g, der 
Dicke dx und der r&umlichen Dichte (>, bezogen auf eine durch 
den Schwerpunkt gehende Drehachse lllfit sich immer ausdrücken 
als Produkt aus der Gesamtmasse und dem Quadrat des TrSg- 
heitS' oder Gjrationsradius % fflr diese Achse ^) 

(l) / == /ix* = Qqdxx\ 



1) Für den idealen Fall des mit Masse von der Dichte 1 gleich- 
mäßig belegten Quenehnitti hat man seine Flftchmdichte gdx^t 
zu setzen. 
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44. Hcrlcitiing der Differentialgleichung mittels der 
Kräfte und Drehmomente. Die Bewegungsgleichung läßt 
sich auf verschiedene Welse herleiten, entweder direkt durch Be- 
rechnung und Einsetzen der wirk* iKlt n Kräfte und Kriiftepaare 
(Drehmomente) in die New ton. sehen bzw. Lag ran gesehen Be- 
wegungsgleichungen, oder durcli Berechnung der kinetischen und 
potentiellen Energie, die bei der Biegung auftritt, und Anwendung 
des d' Ale Ulbert sehen Prinzips der virtuellen Vcrriickungen oder 
des H arailtonschen Prinzips der kleinsten Wirkung und anderer 
mechanischer Prinzipe. 

Die erste, aacb bei den Saitenschwiogungen und den Longitn- 
dinalschwixigungeii der Stftbe benutzte Methode (vgl. Nr. 16 ff.) er- 
fordert hier die Berechnung aller Erftfte und Kr&ftepaare, welche 
auf einen Stabquerschniit (oder nelmehr ein scheibenförmiges 
LSngselement des Stabes) wirken. 

Diese Methode soll auf den einfachsten, praktisch flbrigens 
fast allein in Betracht kommenden Fall angewandt werden, daß 
der Stab Uberall gleichen Querschnitt mit einer oder mehreren 
Symmetrieachsen besitzt^ und daB die Biegung parallel einer lon- 
gitudinalen Symrnetiieebene erfolgt, d. h. parallel einer durch die 
Stabacbse und eine der Querschnittssjmmetrieacbsen gelegten 
Ebene. Sämtliche Fasern des Stabes bleiben dabei auch im ge- 
bogenen Zustand, dieser Biegungsebene parallel, die neutrale 
Paser mit der Stabachse bleibt in der Biegungsebene selbst. 

Ist die Biegungsebene vertikal, so bilden alle in gleicher Höhe 
liegenden Fasern eine Horizontalschiclit und erleiden die gleiche 
Dehnung. Kine dieser Schichten bleibt ungedehnt und heißt die 
neutrale Schicht; in dem hier behandelten Fall ist sie zuglf mli 
die mittlere, die Stabachse enthaltende Schicht. Die Fasern uber- 
halb der neutralen Schicht werden gedehnt, diejenigen unterhalb 
verkürzt.^) Wirkt keine den Stab dehnende Kraft neben den bie- 
genden, so behält die mittlere Schicht ihre ursprüngliche natür- 
liche Länge, ist also neutrale Schicht. 

Die auf eine Querschnittsseheibe wirkenden Kräfte zerfallen 
in die Normalkräfte (Zugspannungen) und Tangential- oder Sehe- 
rungskr&fte (Schubspannungen). Die einander paratlelen Zug- 
spannungen, welche auf die einseinen Flachenelemente des Quer- 
schnitts wirken, lassen sich nach allgemeinen mechanischen Prin«* 



1) Wenn der Stab nach unten gebogen wird. 
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zipien zusammenfassen zu einer resultierenden, im Querschnitts- 
schwerpunkt angreifenden Einzelkraft und einem Kräftepaar mit 
einem Drehmoment 50?, das den Querschnitt um eino in dessen 
Kbene liegende Achse zu drehen sucht. Die resnltierende Einzel- 
kraft bewirkt eine Dehnung des Stabes (der mittleren Schicht 
desselben). 

Nimmt man den einfachsten Fall an, daß die ötablänge (Länge 
der mittleren Schicht) ungeäudert bleibt, so muß die resultierende 
dehnende Einzelkraft verschwinden, d. h. die Gesamtsumme der 
auf die einzelnen Flächenelemente des Querschnitts wirkenden 

Normalkräfte muÜ iSuii sein. 
I^as geschieht, wenn die Snmme 
^ der oberhalb der mittleren 
Schicht wirkenden Zugkräfte 
gleich der Snmme der unterhalb 
in entgegengesetzter Bichtung 
wirkenden Dmckkrüfte ist. Diese 
Pig. 80. Ab einem stabqucrsciwitt an- beidcD Summen sind dann «wei 

greifende Kräfte. « , . - 

gleiche parallele, aber entgegen- 
gesetzte Kräfte und bilden somit ein Krftftepaar, welches eine Dre- 
hung des Querschnitts um eine in dessen Ebene liegende und durch 
den Querschnittsschwerpunkt (also die Stabachse) gehende hori- 
zontale Drehungsachse bewirkt (Fig. 30). 

Das Drehmoment des Krftftepaares ist eine Funktion von 
variiert also tou einem Querschnitt zum benachbarten um 

-^—dx^ und hängt von dem jeweiligen Deformationszastand, also 

auch von dem liiegungspfeil v ab, wenn v die Verrückung in der 
Biegnnesrichtunir pjArallp] der Bieguugsebene bezeichnet. Dazu 
komnien die bcherungski ätie, die hier alle parallel der Iii» ^ungs- 
ebene wirken und für jeden Querschnitt eine in die Biegungs- 
ebene fallende Resultante D ergeben; diese hängt ebenfalls von x 
und y ab, und ändert sich von eiuem zum andern Querschnitt um 

Hieraus sind nun die Kr&fte und Drehmomente zu berechnen, 
welche auf eine von zwei benachbarten Querschnitten begrenzte 
kSrperKche Querschnittsscheibe wirken. Die Scheibe habe die 
Dicke dx und liege zwischen x und x + dx. Auf die Yorder- 
fl&che (bei x) wirkt das Drehmoment IDl im Sinne des gekrOmm- 
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ten Pfeiles in der Fig. 31, auf die Hinter- 
fläche (bei x-\-dx) wirkt das Moment 

a»('+^*)-3R + dSK=aK + ?^f da? im 

Sinne des beigesetstea Pfeiles, d. H. in ent* 
gegengesetsstem Sinne* Das auf die Scheibe 
wirkende Moment ist also die Differenz »9.81. 

oan Drehmomente dor auf oinoQuei^ 

+ dx) j^ssadfU^^-TÜZ^x, sohnittosoheibe wirkend«» 

Das von den Scherungskräften ausgeübte Drehmoment ist '^)d:r. 
Denn die an der Hinterfläche der Scheibe (bei x -f- ^^3?) augreifen- 
de Kraft zerlegt sich ohne weiteres in die Komponenten 

9 und (IS)» |^(fdß, beide in der Pfeilrichtang wirkend. Die 

Komponente ^ gibt mit der an der Yorderfläche wirkenden Kraft 
H ein Er&ftepaar, das mit dem Hebelarm dx^ also mit dem Mo- 
ment ^dx die Scheibe zu drehen sucht. Die noch übrig bleibende 

Komponente da; der Scherungskraft wirkt als reine Transla- 

tionskraft auf die Scheibe in der y-Bichtung. 

Der Ansatz der Bewegungsgleichungen liefert fOr die Trans- 
lation und die Drehung 

(v Yertdkale Verrückung, s Drehungswinkel, ^ Masse, / Trägheits- 
moment der Querschnittsscheibe um die durch den Querschnitts- 
schwerpunkt senkrecht zur Biegungsebeno xi/ gehende Drehungs- 
achse). Mit Einführung der Scheibendicke Querschnittstläche 
2, der räumlichen Dichte (f und des Trägbeitsradius x (vgL ^r. 43) 

und mit Bücksicht darauf, daß der kleine Winkel < ^ gesetat 

werden kann, geheu diese Gleichungen Aber in 
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Durch EUminatipn von ^ erhält man hieraus die eine Gleichung 

Nan muß SR als Funktion der Koordinaten und Deformationen 
ausgedrückt werden. Offenbar hingt die Form dieser Funktion 
aufs engste mit der Gestalt der Kurve zusammen, in welche die 
gerade Stabacfase gebogen wird. TerhältnismSfiig einfoch ist die 
Berechnung, wenn der Stab gleichfönaig gebogen wird, die Stah- 
achse also Kreisform annimmt, wie hei dem einfachsten Fall sta- 
tischer BieLnin^r. Die Drehmomente bei anderen Biegungsformen 
unterscheiden sich YOn dem hiersu erforderlichen nur um Glieder 
höherer Ordnung, wenn die ganze Deformation klein bleibt. Denn 
die tatsächlich stattfindende Biegung unterscheidet sich von der 
kreisförmigen dann nur unendlich wenig. Daher kann näherungs- 
weise das Drehmoment der Kreishiegung fiir die bei Schwingungen 
vorkommenden Biegungen geset/.t werden, wenn, wie vorausge- 
setzt, alle Verrückuugen als verschwindend klein von erster Ord- 
nung betrachtet werden können. 

Bei der kreistöriiiigen Biegung bleiben aus Syminetriegrüuden 
alle Stabquerscbnitte eben. Das gilt also annähernd auch für jede 
andere Biegung mit unendlich kleiner Verrückung. Die mittlere, 
die Achse enthaltende Faser ist zugleich neutrale Faser, erleidet 
also keine Dehnung und die dehnende Kraft in der o;- Richtung 
fällt, wie bereits augenommen, weg. Auch die scherende Kraft ^ 
fällt aus Sjmmetriegründen weg, was jedoch unwesentlich ist, da 
sie in 61 (4) sowieso nicht mehr vorkommt. 

Das aus den Normalkroften hervorgehende Drehmoment Wt 
erfaftlt man folgendermaßen. Die Koordinate parallel der Bie- 
guugsebene sei y von der neutralen (mittleren) Schicht an ge- 
rechnet, nach oben positiv, nach nnten negativ. Die (neutrale) 
Achse wird zu einem Kreisbogen mit dem Krümmungsradius R 
gebogen, beh&lt aber ihre LSnge h Eine Faser in der Höhe ff Uber 
der neutralen Schicht wird gegen ihre natftrliche Lftnge I gedehnt 
im Yerh&ltnis 

wie aus Fig. 32 hervorgeht. Für unterhalb der neutralen Schicht 
liegende Fasern mit negativem p bedeutet dies eine VerkUrsung. 
Die Dehnung der Längeneinheit der Faser ist also y/J{; sie erfor- 
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dert die dehnende Kraft E da y/R, 
wobei E der (Youagsche) Ela- 
stizitätsmodul des Stabmaterials, 
da der Querschnitt der Faser ist. 
Diese in der Stabrichtung {-\- x) 
wirkende Kraft gibt ein Dreh- 
moment d^Dtin besag auf die senk- 
reekt zur Biegmigsebene durch 
die Stabachse gelegte horizontale 
Drehaehse des Querschnitts 




Fig. Si. 

Blegangt- 
moment und 
Stob. 



Alle oberhalb der neutralen (mitt- 
leren) Schicht an den Terschie- 
denen Fasern wirkenden Krftfte zusammen ergeben also ein Dreh- 
moment ^ 

(6) 

integriert tlber den oberhalb der neutralen (mittleren) Schicht 
liegenden Teil des Stabquerschnitts. Derselbe Ausdruck mit glei- 
chem Vorzeichen ergibt sicli für den unteren Teil des Querschnitts 
unterhalb der T/inie A Ti in Fig. 35. Dah'^r wird das ge?nni^e Dreh- 
moment duri )i (6j dargestellt, wenn man über den ganzen Quer- 
schnitt integriert. 

Das Integral J]l^d9 l&0t sich in diesem Fall mittels des Gj- 

rationsradius » und des (mit Masse von der Dichte 1 belegt ge- 
dachten) Stabquerschnitts q ausdrücken, so daß man erhält 



(6a) 



Endlich läßt sich der Krümmungsradius Ii durch die DiÜ'erential- 

quotienteu und ö~t oder, was auf dasselbe hinauskommt 

— und , ausdrficken, wenn « als Funktion von x die Gestalt 

der gebogenen Stabachsc darstellt. Die allgemeine Formel für 
den Krümmungsradius einer beliebigen Kurve vereinfacht sich hier 
näherungsweise zu 



1) Da lieh V von y nur um die additive Konstante t/, , die Ko- 
Ordinate der Buhelage, unterscheidet 
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da die Neigung der gebogenen Stabachse gegen die Abszissen- 
achse, also überall veisobwindend klein bleibt Somit wird 

(6b) fK-En'i^- 

Mit diesem Wert geht die Diifferentialgleichujig (4) über in 

Sie güt in dieser Form fttr einen homogenen Stab mit überall 
gleichem and gleichliegendem Querschnitt, wenn die Biegung in 
einer seiner Hanptbiegongsebenen stattfindet. Gewöhnlich Iftßt 
sie sich aber durch Weglassung des mittleren Gliedes, das meist 
klein ist gegen die beiden anderen, noch weiter Tereinfachen in 

(Sa) ja3,, + iK»ääi5-0- 

Bevor sie integriert wird, sollen die Werte der verschiedeueu ms 
Spiel tretenden Energitjloriiieu angegeben und die ßayleighsche 
Herleitung der allgemeinereu Form für veränderlichen Querschnitt 
usw. skizziert werden. 

45. Künotiöche und potentielle Energie. Die kinetische 
Energie /erfällt in zwei Teile, die translatorische der Öeiten- 
versehiebung, und die rotatorische der Drehbewegung der Quer- 
schnittsscheiben. Erstere überwiegt im allgemeinen. Die Werte 
sind j ^ ^ 2 j 30 ^» j 

wobei Gl. (l) benutzt und berücksichtigt ist, daß der kleine 
Drehwinkel e nSherungsweise gleich der trigonometrischen Tangente 
der Kmrenneigung d v/dt gesetzt werden kann. Für den ganzen 
Stab ergibt sich somit die gesamte kinetische Energie durch 
Integration über die Stabli&nge l 

(10) u-^ßg(^px + ; ßa»' £/d*= ü,+ 
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Wenn Dicbte und Querschnitt konstant sind, können Qq bezw. 
als konstante Faktoren vor die Integralzeichen gesetzt werden. 
Das zweite Glied dieser Summe, die Rotationsenergie , kann bei 
kleinen Elongationen gegen das erste yemachlässigt werden. Denn 

oder (^^^ ist die örtUche Änderung der seitlichen Ge- 
schwindigkeit der Stabteücben, wenn man von einem zum andern 
Stabende geht. Diese Änderung ist Ton der Größenordnung des 
Neigungswinkels der Stabachse, also mit diesem selbst klein, so 

daß ö ^ höherer Ordnung verschwindend klein ist als die 

kleine Geschwindigkeit bvjdt. Es sei z. B. die Sohivingnngs- 
amplitude am Ende eines fest^freien, d. h. eines an einem Ende 
fest eingeklemmten, am anderen freien Stabes von der Länge 
j 50 cm der hundertste Teil der Länge, also 0,5 cnu Die Eion- 

gationen sind daher als klein von der ersten Ordnung anzusehen. 
Der Neigungswinkel der Stabachse ist zwar von Punkt zn Punkt 
verschieden, aber im Mittel von der Größenordnung des Winkels, 
den eine von der ausgebogenen Stabspitze zum testen Ende ge- 
zogenen Gerade mit der oJ-Acbse einschließt. Dieser Winkel bzw. 
seine trigonometrische Tangeuie ist hier im Maximum bei stärkster 
Ausschwingung 0,5 : 50 = 0,01. Man kann nun den mit schwacher 
Krümmung sich hin- und herbiegenden Stab in erster Näherung 
durch einen geraden ersetzen, der als starres Pendel um den Ein- 
klemmungspunkt als Drehpunkt st hwmgt. Die Geschwindigkeit 
der StabquersehiiiLlc wächst dann (iilVribar proportional x vom 
Drehpunkt bis zum freien Ende. Die (juschwmdigkeit am freien 

Stabende hei x^l sei i^j^ ^ ^'^^ Stelle x ist dann die Geschwin- 
digkeit und ihr Differentialquotieiit nach x 

^xi) ^ ^ = ^ ; ^^^^ - ^j; i ' 

Daraus folgt der Wert der beiden Integrale in (10) 

0 0 

und somit das GrößenTerh&ltnis der heiden Eneigiearten 

%* l 
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Dieser Wert ist klein, da die Quer lirnonsionen des Stabes und 
deshalb auch der Gjrationsradius x des Stabquerschnitts klein sind 
^^eiL'en dio Stabllinge /. Genauere Rechnungen unter ZuLTUude- 
legung der wahren Stabgestalt führen zu demseibea Ergebais be- 
züglich der Größenordnung. 

Diese Betrachtung zeigt nun auch, daß in der Differential- 
cfleichunjr (8) das zweite Glied, das eng mit der Rotationsenergie 
zusammeuhüngt, in den meisten 1* allen klein ist gegen die beiden 

anderen; denn wenn l^lein ist gegen so gilt das in An- 
betracht der Stetigkeit der von der St^bachse gebildeten Kurve 

erst recht von ^-y-. und das Verhältnis bleibt ungeändert, wenn 

man alle diese Größen noch einmal nach t differentiiert. 

Die potentielle Energie V ergibt sich so. Für einen kreiS' 
förmig gebogenen Stab gilt folgende Rechnung. Eine Faser vom 
Querschnitt in der Höhe y über der neutralen Schicht ist von 
der Länge l auf V = 1{1 -{-y R) gedehnt worden nach (5). Die 
Dehnung der Längeneinheit derselben ist also y/R und die nach 
den Ausführungen Nr. 44 dazu nötige dehnende Kraft ist Edcj/'R. 
Die Dehnung eines Faserelcmentes der F/änge dz ist ydx R. Die 
von der Kraft bei der Dehnung gegen die Molekularkräfte geleistete 
Arbeit, also die Vermehrung der potentiellen Energie dieses Faser- 
dementes , ist daher ^) 

(12) d i ^^^^.—^^^^^dcdx. 

Durch Integration über den ganzen Querschnitt folgt die poten- 
tielle Energie einer Querschuittsscbeibe des gebogenen Stabes — 
diejenige derselben Scheibe im ungebogenen Zustande gleich NuU 
gesetzt — 

.^•\ j«- 1 Edx 1 Edxn^q 1 „ • , /d*v\i 



1) Die Deformationsarbeit bei der linearen Dehnung der Längen- 
einheit um die Strecke e ist immer |A't;* für einen Zylinder von der 
Lftnge Eins und dem Querschnitt Eins, also ^Ee*d9dx für die Länge 
dx und den Querschnitt do. Der Faktor 1 kommt dazu, weil bei 
diT DefoTmation die der Verschiebung widerstrebende elastische Kraft 
allmählich (und zwar proportional der Verschiebung) von 0 bis zu 
ihrem Endwext Edty/B ansteigt. 



Digitized by Google 



45> Energie. 46. Differeniialgleiclning und Grenzbedingangen 115 



Im letzten Glu dp ist för Jl sein Näherungswert nach Gl. (l) 
gesetzt. Für den ganzen Stab ergibt sich daraus durch Integra- 
tion über X die potentielle Energie 

(U) F=^/i«««g)W 

Wenn Elastizität nnd Queraclinitt iSnga deg Stabes konstant 
sind, kann B%*q als konstanter Faktor vor das Integralzeichen 
gesetzt werden. 

Diese Werte gelten angenähert auch ftkr andere als kreisförmige 
Biegung, wenn, wie wir es bei den Schwingungen voraussetzen, 
die Verschiebungen klein sind. Die infolge der Scherung ent- 
stehende potentielle Energie ist zu vernachlässigen, weil sie von 
höherer Ordnung klein wird. Bei kreisförmiger Biegung ist sie 
Null, weil die Scherung ganz wegfällt. 

46. Hierleltiiiig darDilfexentialgleiohiuig und derGreni- 
bedingimgen aus dem Prinzip der virtuellen VexBOlüe- 
bungen. Die Gleichung (8) bezw.(8a) läßt sich noch auf anderem 
Wege ableiten. Es soll der von Lord Bayleigh begangene 
skizziert werden, weil er auch bei Verallgemeinerung der Beding- 
unge?!. z. B. wenn Querschnitt oder Dichte oder Elastizität des 
Stabes längs seiner Achse variiert, verhältnismäßig einfach zum 
Ziele führt. Ravleigh benutzt das Prinzip der virtuellen Ver- 
schiebungen — von ihm Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten 
genannt — in finer brcnnderen Form, die hier nichts anderns als 
das Prinzip der Erlialtung der Energie ist. Man kann also eben 
so gut dieses letztgenannte Prin/i p ohne andere Einkleidung heran- 
ziehen. Es genügt hier zur Ableitung der Beweguugsgleichung, 
weil nur eine einzige Koordinate, die natürlich von der Zeit t 
abhängt, die Gestalt des Stabes bestimmt, nämlich die Verschie- 
bung r der Stabteilchen in der ly-Richtung. 

Es sei wieder U die kinetische, V die potentielle Energie 
des gebogenen Stabes. JJann muß die Summe von kinetischer 
und potentieller Energie U V konstant sein, oder was dasselbe 
besagt, es muß sein 

(16) -.di/H-dF-O, 

wobei d U und d F die Änderungen sind, welche durch eine Ver- 
schiebung der Stabpunkte um dv»dy in der y-Bichtung ent- 
stehen, die in der Zeit 6 t erfolgt 
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Mit Benutzung der Werte (10) and (14) für ü und F er- 
hält man 

oder mit Weglasrang des toii hflherer Ordnung kleinen leteten 
Gliedes in der eckigen Klammer 

(16) dr=/ix'«.g|^^<,.. 

Dies ist auch direkt aus (14) ableitbar, indem man naüh i 
diüerentiiert, aber 6t statt dt setzt und berücksichtigt, daß 

ist. Die Variation Ton U erhslt man ebenso als 

(17) ^V^ß.^-%^U^^So.^^-}i{^^iä. 

wobei, wie erforderlich, dt = öt gesetzt ist. 

Durch partielle Integration erh&lt man aus (16) und (17) 

(16a) <»»^=[^v«g;ao-[Ä(^«'4a""'l.. 

] 

(17») iu-.f ^4^svdx+\,^y}^^;^i;i 

l 
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oder wenn q konstant sind, und wenn, was gestattet ist|' 

(16b) 'V'^.^&::i.rS^^q^.^fp^^ . 

l 

(17b) 

x = 0 

Diese Werte in (15) eingefletst geben die Gleichung (IB), 
weldie für alle mit den Bedingungen des Problems veitri&gliebeD 
Werte der Verrdckaug dv erfüllt werden muß: 

oder einfaeher, wenn q konstant sind, 

Da die Werte 6v ganz beliebig sind, wofern sie nur die Be- 
dingungen des Problems erfüllen, hier also die Bedingung, daß 
die Verschiebung v und ebenso der Neigungswinkel der Stabachse 
d. h. dv/cx sich stetig mit r ändert, so kann der Gleichung nur 
genügt werden, indem man alle in eckigen Klammem stehenden 
Ausdrücke einzeln crleich Null setzt. Das liefert, wie ersichtlich, 
wenn E, q konstant sind, sofort die frühere Differentialgiei- 
chnnp' (8) außerdem aber auch noch die in diesem Falle an den 
Enden des Stabes zu erfüllende Greuzbediugung 

die in den gewöhnlich Torkommenden FSllen in mehrere Einzel- 



Digitized by Google 



118 fi. Kap, Tteflvenalschwmgiiiigen Ton St&ben 



bedmgungen zerfällt. Denn wenn auch Befestigungsarten des 
Stabes denkbar sind derart, daß die dadurch ^entstehenden Zwangs- 
kräfte ein bestimmtes Verhältnis zwischen Zuuahme der Ausbie- 

am Stabende bewirken, so haben die 

gewöhnlichen Befestigungsarten wie Einklemmen des Stabes usw. 
doch andere einfachere Wirkung. In jenem Falle wfirde sich ans 

(19) durch Einsetzen des Torgesefariebenen Wertes des YerhUlt- 

nisses ör: d (^^^ eine recht komplizierte Grenzbedingung ergeben. 

In den praktisch zu borücksichtigenden Fällen sind die Bedin* 
gungen wesentlich cinfaclier 

47. Die vier möglichen Arten von Grenzbedingungen 
und ihre mathematische Formulierung. £b sind vier Fälle 
denkbar. 

1) Das Stabende ist frei. Dann ist Variation der Aubbie- 
gung dv und Variation der Neigung 6 Iw^j willkürlich wählbar, 
und die Gl. (19) wird nur eritlllt, wenn gleichzeitig 

(20) g-0 3-S-.-<=1-^-0. 

ist. Die zweite dieser Bedingungen vereinfacht sich zu ^» 0, 

wenn die Drehhewegung der Stahquersehniite vemacblftssigt werden 
kann, wenn also die yerainfachte DifferentialgleichuDg (8 a) gill 

2) Das Stahende ist eingeklemmt oder eingespannt, 
d. h. so hefestigt (durch eine Zwangskralt und ein Zwangsdr^h- 
moment festgehalten), daß es weder seitlich ausweichen, noch sich 
drehen kann. Es sind also Tariation der Aushiegnng und Varia- 
tion der Neigung gleich Null zu setzen, so daß die Bedingung»- 
gleichungen lauten 

(21) «'ß-D-O = 

oder, wenn die ursprünglich gerade Stahachse zugleich Koordinaten- 
achse ist 

(21a) 

3) Das Stahende ist drehhar gelagert (gestutzt, engL 
supported), d.h. so befestigt (durch eine Zwangskraft festgehalten)^ 
daß es nicht seitlich ausweichen, wohl aber um eine im End- 
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querscbnitt gelegene Achse «ieh drehen kann. Praktisch kann 
dies durch Anstemmen der schwach gewölbten Endfläche gegen eine 
feste Wand erreicht werden. Daher auch die Bezeichnung „an- 
gestemmtes Ende'* statt der nicht sehr glücklichen „unter- 
stütztes Ende" als Übersetzimg von supported. Dabei ist dv^O, 

aber die Variation der Neignng 6 ist willkfirlicli. Die Qrenz- 
bedingungen werden also 

(22) 1^-0 xmä iv~0. 

4) Das Stabende ist gerichtet verschiebbar, d. h. es 
kann seitlich ausweichen, aber seine Richtung (die Neigung der 
Stabachse) wird durch ein Zwaugsdreiimomeut festgelegt. Daun 

ist 6v willkürlich, aber die NeigungSYariation d » 0. Also 

werden die Grensbedingmigen 

(28) a(|-5-o «.d sl^-cl^-o. 

Auch hier gilt die Bemerkung am Schluß von Fall 1. 

Nur die beiden ersten Fülle haben Bedeutung für die Akustik 
erlangt. Der vierte Fall scheidet als nicht realisierbar ganz aus. 
Der dritte Fall läßt sich zwar verwirklichen, z. B. durch Ein- 
keilen eines Stabes zwischen zwei ebene oder flach gewölbte 
Widerlager, wie das beim Stimmstock der Streichinstrumente ge- 
schieht; er bietet aber akustiscli kein Interesse, selbst in dem 
soeben angeftthrten Beispiel nicbt, weil dort wegen der Kürze des 
Stabes die TransTersalscfawingungen erstens nur schwach ent- 
wickelt sind nnd zweitens in so hohen Tonlagen liegen, daß sie 
keine Bolle spielen. 

Da jeder Stab zwei Snden hat, so können die vorstehenden 
drei bezw. zwei Grenzbedingnngen in verschiedenen Kombinationen 
vereinigt vorkommen. Man erhält so als wichtigste Fftlle: 

I. frei-freier Stab, beide Enden frei 
n. fest-fester „ beide Enden eingeklemmt 
m. fest-freier ein Ende eingeklemmt, das andere frei 

48. Integratioii der Diffexentialgleioliiuig für atehenda 
Sohwinsnngeii. yormalftmktionen. In den praktisch vorkom- 
menden FUlen kann man die Drehbewegung der Stabqnerscbnitte 
vemaehlBssigen, weil ihre Energie gegen diejenige der transver- 

K«lShik«: Aktutik ^ 9 
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salen Verschiebung verschwindet, und hat dann statt der Differen- 
tialgleichung (8j die vereinfachte Gleichung (8aJ von Nr. 44 zu 
integrieren, die sich schreiben läßt 

wo c die Fortpflanznng^gefloliwiiLdigkeit longitndiiialer WeUen in 
dem Stabe ist. 

Biese lineare partielle Differentialgleichung 4. Ordnung läßt 
sich ähnlich wie die in Nr. 24 behandelte GleiGhang2. Ordnung für 

die Saitenschwingungen und Longitudinalwellen von Stäben nach 
der Methode der Partikularlösungen integrieren durch Zerspaltung 
der Funktion v in ein Produkt, dessen einer Faktor nur von tj 
dessen andrer nur von x abhängt. £8 werde gesetzt 

(24) * u-t 

Durch Einsetzen in (8 b) gibt dies nach einfacher Umformung in 
voller Analogie mit Gl. (28) in Nr. 24 

(25) ± ^''i 5^ x«c« 

y^^j „(/) dt* v''> dx* ^ j4 * c , 

indem man die Konstante, der beide Seiten gleidi sein mfisseii 



(vgl. Nr. 24), mit — oder — x*c* bezeichnet. Das gibt die 
beiden gewöhnlichen Differentialgleichungen 2. bzw. 4. Ordnung 

(26) ^,_„.„W._-\.,.,(0, 

Gleichung (26^ besagt, dafi die Bewegung jedes Stabpunhtes 
eme sinasfönnige (pendelfOrmige) Schwingung ist, dargestellt durdi 
eine der beiden Fnnktioneii 

(28) tp^'^»8in«/»sin^»ci oder v^^^eoBnt^eoB^xeif 

was man auch gleich von vornlierein hätte annehmen können.') 
Diese Schwingung bedeutet einen einfachen Ton von der (Kreis-J 

1) Statt dessen hätte man auch in Gl. (24) v^'^'=e*"^ setzen kön- 
nen, was bei der Zenpaltnug in den zeellen nnd imaginären Teil 
wieder auf Gl. (28) fährt 



4 
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Frequenz oder zyklischen Schwingnngszahi n, d. h. yon der sekund- 
lichen Schwingongszahl ~ Gl. (27) bestimmt die Phaae und 

Amplitude dieser Sohwingung für die ▼erschieden«! Punkte als 
Funktion von also die Fonn des Stabes bei der Schwingung, 
die Schwingungsfigor. Als Differentialgleichung 4. Ordnung bat 
rie ein allgemeines Integral mit Tier mllkOrlichen Konstanten, 
das sieh addiÜT aus Tier TOneinander unabbftngigen partikulftrfti 
Integralen zusammensetzt. 

Partiknlftre Integrale Ton (27) sind x. B. 

ma ma 

(29) cos-j-, e , e 

oder auch beliebige Summen und Differenzen dieser Tier Ausdrucke, 
wie 8. B. die Hyperbelfunktionen ^) 

(mz mx\ / mx mx\ 

e^-e'~) und (So\'^-l{e~ + e' ' ) . 

Als allgemeines Integral erhält man also z. B. 

ms m» 

(30) «<*)«il8in"4-JBcoB^+Ce' ' 

oder 

(30a) tK*)-asin^ + öcos?^ + C.@iii^ + «).eof^ 

oder aucii (Ii«i»b.) 



1) Vgl über die Eigenschaften dieser Funktionen z. B. Jahnke- 
Emde l uaktionentafeln (Math.-Phjsik. Sehr. f. Ingen, u. Stad.) Leipzig 
1909 (B. G. Teubner). Et gilt insbesondere 

(5of (— cx)) = oo, (5ofO = i, (Soif^- oü)=c30; Kof Sofa, 
©tn(— oo) •= — oo, ©in 0 = 0» Sitt (-{- cc) =<x); a)= — «Sin«. 

-di — "di — 

Diese Funktionen reproduzieren sich also nach je 2 Differentiationen 
▼oUstftndig, auch in bezug auf das Vorzeichen. 

9* 
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^^^A <co8-j- + (Jof -j-J + S Jcoe-^ (S^Of y^j 

■ i • MjB . ms£\ , vv#/ . fnx Tnx\ 



(80b) 



Die letzte ist die vod Lord Bayleigfa, die mittlere die Ten 
Sorace Lamb benutzte Fonn des Litegrals, die wir eben&lk be- 
nutzen wollen. Irgendeins der genannten partiknlfiren Integrale, 
oder aucb die Summe mehrerer von ihnen bzw. das allgemeine 

Integral, roultipliziert mit einem der beiden partikulären Integrale 
v^O von Gl. (28), gibt eine mögliche LOsung von (8 b). Unter diesen 
müssen diejenigen ausgewählt bzw. es müssen die Konstanten des 
allgemeinen Integrals so bestimmt werden, daß auch die Grenz- 
bedingungen befriedigt werden. Statt der Integrale sin nt und 
eosfif kann auch gleich das allgemeine Integral in der Form 

tjW — = sin (nt + oder cos (nt -f e) 

(vgl. Nr. 26) benutzt werden. 

49. Eigenschwingnngen des ftei-freien Stabes. 

I. Fall. Fröi-freier Stab. An beiden Enden (bei d;<»0 und 
« — Q muß sein 

(81) aV=0 und |i',-o. 

Die genannten Bifferentialquotienten sind allgemein gleich 
multiplisiert mit den folgenden Werten 

'**^.[_5trin5i^^~S8 cos!?^+ « ©in?^+5D «Pf 



(32) 



ilcos-^+öam-^"+(£ö;of-|— hSöein-^J 
Hierin ic == 0 gesetzt gibt 



(32 a) 



also 

C = ^ und 3) = 93, wenn m > 0 ist, 
so daß nunmehr wird 



Digitized by Google 



49. Frei-freier Stab. EigenscbwingUDgen. 



123 



(33) «» - a («iu ? * + Sin + SB (cos + Sof " , 

also übereinstimmend mit der Rayleighsohen Form (30b), wemi 
darin B' = D' 0 gesetzt wird. 

Für das Endo bei X^l erhält man die beiden Grenzbedin- 
gnngen, ans denen m und der Quotient SB: % bestimmt werden: 

dx*) =[^(-s"^*»+*Sinm)-h83(-cosw-i-l£of w)J ^ =»0 

(^^), =L^(-cosmH-(ioj»»)+ö(-sin»i+6inifi)]^'=0. 

Hieraus folgt, wenn m =4= 0 ist, der Quotient iÖ ; 21 

^34^ 5J @in m — sin m S9 Sof /« — cos m 

^ ' ßof w — coB w ?I Sin m + sin w ' 

also durch Gleichsetzen beider Ausdrücke die transzendente Be- 
stimmungsgleiehnng f&r m 

(35) (Sof m— 'C08m)'=«@tn'ifi — sin*«* 

Diese geht wegen der Beziehungen 

(S^opm— Sitt^m— 1, oos*m + siii*»= 1 

über in 

(35a) 1 — cos m (J^of m » 0. 

Die Wurzeln m dieser taranszendenten Gleidinng hat Lord 
Rayleigh berechnet in der Form^) 

(36) = 1(2» 4- l)ji; — (- Ij'fJ. (. = 1,2.3...) 

Die Größe ß^ nimmt mit wachsender Ordnungszahl i sehr schnell 
ab, so da6 Ton t » 6 an erst in der 7. Dezimale geltende Zif- 

fem besitzt und m fast genau ein ungerades Vielfaches you ist. 

Bis auf 7 Einheiten der 4. Dezimale gilt das schon für t 2. 

1) Lord Bayleigh, Theorj of Sound 8. Aufl. I. S. 878. S. auch 

Jahnke-Emde, Fnnktionentafeln S.S. Der Index A*, der hier in 
Übereinstimmung mit W. Ritz (Ann. d. Physik (4) 28. (1909)). S. 752ff. 
gewählt ist, ist um eine Einheit höher als der von Eayleigb be- 
nutzte (z. B. ist m« in dieser Z&hlon^ identisch mit dem ifi| Ton 
Bayleigb, mit]?, usw.). Dies geschieht, um die Reihe der „Stab- 
normaltuiiktioiien'' t><*' durch die bf^don Funktionen i^f* und r<i*' vervoll- 
ständigen zu können, die bei Entwicklungen nach diesen Funktionen 
hinzugefügt wexden müssen. . . 
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Statt der Bajleigb sehen nehmen wir hier die Form 

(36 a) w^ = {(2Ä: — !)« + (— (i = o,i,J,8,4...). 

Das h dieser Formel entspricht i^^l der Bajleighschen 
Formel. FOr k'^O und ib — l, d. h. «>» — 1 und t—O wird 

fo = A = | «i^ = )Wi = 0. 

Tabelle 9 enfhSlt die Zahlenwerie der ersten acht Wunteln % 
(und der Gröflen ßj) nach der Bezeichnung von (36 a). 

Tabelle 9. 

Wnrseln m der Gleichnng 1 — cotinfSofmaO, sogleich Wuneln m 

von tg - -f Ig = 0 und tg ^- - 2:g --0. 



0 

2 

4 
6 



y + 0.017eö= 4.73004 



2 

11* 
2 



+ 0,00003 = 10.99561 
- 17,27876 



1 

3 

5 
7 



9« 



- 0,00078 



2 

13« 
2 



0,1 



iiiiiiii 



0 

7.85320 
= 14,13717 

-20.42035 



Gleichung (S5a) l&ßt sieh umformen in 



(36b) 



1 — cos w» 

*-2C08* 



m 



M'^(tgf4l9f)(tgf-««:)=0. 



Die Wurzeln dieser Gleichung zerfallen in swei Gmppen, nftm- 
lieh die Wurzeln der beiden Gleichungen 



(35c) t«| + a:öi==0 und tg^-Xg^«0. 

Die erste Gruppe umfaßt die Werte nij^ mit geradem Index k 
(einschließlich Ä; = 0), die andre die Werte mit ungeradem k. Beide 
Gruppen alteruieren in bezug auf die Größe der Wnrseln. Die 



in 



m 



m 
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Faktoren oot^^ und in GL (85 b) geben keine Wurzeln, 

wenn man sie gleich Null setzt. Denn (^o\ - wird für keinen 
reellen Wert m zu Null, und cos:^ ^^^^ m — 

59V ... sa Null; aber diese Werte sind keine Wurzeln yon (35a), 
da 1 — cos m dof m dur( Ii Einsetzen derselben die von Null ver- 

Scliiedenen Werte t-jr^i^j 1 -|- ®of 3 Jt usw. erhält. 

Zu jedem Werte ergibt sich aus (34) ein Wert des Quo- 
tienten © : %f der aber verschiedene äußere Form annehmen kann. 
£s ist also iB durch ^ bestimmt; wird durch die willkürlich 
wählbare Energie der Schwingung bestimmt. Die Funktion v^'\ 
d. Ii <3if Normalfunktion, welche hier die Form der ScViwin- 
gungstigur des Stabes angibt, läßt sich daher in den beiden gleich- 
bedeutenden ]'(jrmen hinschreiben, wobei die Konstante % ^anz 
weggelassen ist, da man sie mit der willkürlichen Amplituden- 
konstante des ganzen l:'roduktes ü^^^-v^^^ vereinigen kann: 

^k^'^ ~ (sin wij — ©in j^cos -J- + (Jof 

— (cos — Ho\ w^) j^sin ^~ + ©itt^^J , 

^k^'^ *• ^0 j w^) j^cos + (£of 

+ (flinm^ + 6itti»j) I sin ^ + @i]t -j-J « 

Die einfach pendelförmifre fharmonische) k^^' Teilschwingung 
dieses Schwingungstypus wird mit diesem Werte v^^^ 

(38) = aj^v^""^ sin (n^f + ^4) == a^v^^^^ sin xc ^ + -O-^) • 

Statt des Sinus kann mau auch, mit enteprechender Iji- 
dening der Fhasenkonstante den Kosinus setzen, ist Ampli- 
tudenkonstante, in der die oben weggelassene Konstaate mit ent- 
halten ist 

Die Partialschwingungen zerfallen in zwei Gruppen, die eine 
mit geradem Index Äs, die andere mit ungeradem Index. Die erste 
umfoßt diejenigen, bei welchen die Stabmitte ein Scbwingungs- 
bauch, die zweite diejenigen, wo sie ein Knoten ist. Im ersten Fall 
sind die Normalfunktionen, bezogen auf die Stabmitte, gerade, im 



(87) 
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zweiten Fall ungerade Funktionen. Die den ludexwerten A; = 0 

und k=l entsprechenden Schwingungen von unendlich lileiner 
Frequenz (m = 0) sind eine einfache 'rr:!ns]ntions!>Pwegung des 
Stahes parallel mit sich selbst (t'o ^ konst) und eme Drehunq- des 
Stabes ohne Deionnation um eine durcli die Ötabmitte gebende, 

zur Stabachse seokrechte Acbae, konst — Diese beiden 

Funktionen müssen bei Entwicklungen nach den Stabnormalfimk- 
tionen, die rar Beftiedigung eines willk&rlichen Anfimgsiustandes 
dienen, notwendig mit benutsst werden. 

Die zyklische Sohwingungsfrequenz der Ä*™ Teilschwingung ist 



(89) n,« 
sie hängt durch m^^ l und k von den Stabdimensiunen, durch 

VE 
Ton den Materialeigensebaften des Stabes ab. Sie ist 

umgekehrt proportional dem Quadrat der Stabliüjge und direkt 
proportional dem Trägheitsradius des Querschnitts. Ein Stab, des- 
sen Querst'hi)itt mehrere Symmetrieebenen hat, kann also bei glei- 
cher Lange verschiedene Töne geben, je nachdem er ])aiallel der 
einen oder anderen llaupttntgheitsebene schwingt. Z. B. gibt ein 
Stab mit elliptischem (i;ierschnitt, dessen große Halbachse hori- 
zontal steht wie in Fig. 29 einen höheren Ton, wenn er horizontal 
schwingt, einen tieferen, wenn er vertikal schwingt Dies ist Ton 
Tomhernn klar; denn im ersten Fall ist bei gleich starker 
KrOmmnng die potentielle Energie infolge der größexen Stab- 
dicke parallel der Sohwingungsriehtnng größer als im zweiten 
Fall, daher audi die rttcktreibende Kraft und die Schwingungs- 
irequenz. 

Dieselben Gleichungen wie ftr Stttbe mit massivem Qaer- 
schnitt gelten fOr ringförmigen Querschnitt, d. h. für ftohre.^) 
Bei gleicher äußerer Umgrenzung des Querschnitts ist der TrSgheits« 
radius x um so größer, je dünner die Röhrenwand ist, weil dann 
relativ mehr Flächenteüe weiter entfernt von der Drehungsachse 
liegen als bei dicker Wand. Deshalb sind die Eigentöne dünn- 
wandiger Röhren tiefer als diejenigen massiver Stäbe von gleichem 
äußeren Durchmesser. 



1) Vgl. z. B. W. ElsüBscr, &bei TransTersalschwmgungen von 
Böhlen. Inaug.-Diis. Marburg 1886. 
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50. Eigenschwingungen des fest-festen Stabes. IL Fall. 
Fest-fester Btab. An beiden £iideu(^beix=0 und muß sein 

(40) «-0 »na 1^-0. 

Diese Grensbedingangen für das Ende bei jC — 0 auf Ol. ( 30a) 
angewandt ei|^ebes analog den Entwicklungen in Nr. 49, daß 
S3 + 5) = 0 und a + C-O also 2l = -© und 0; = — « sein 
muß, so daß 

(41) »«-«(«m?^-Sta?'f) + !B(co87-«of"'f) 

wird. Die Anwendung auf das Ende bei x = l gibt dieselbe tran- 
szendente Bestimmungsgleichung" (35a) 1 — cosmü^of in»0 
m und somit die Normalfunktion 

t,(') - (sin - Binm,) [oos^ - ©of - *-] 

sin-^ ©in J, 

(42) { oder 
v^C) - (cos m, - (5pf [cos -f - (Sof J "'J 

+ (sinm^ + Sinm,) [sin ^f- @tn -f] - 

Die SchwiDgungsfreqnenzen n^^ sind dieselben wie beim frei-freien 
Stab. 

Das Resultat kann direkt aus dem yorigen abgeleitet werdtn, 

indem man daselbst als neue Variable v\ also als tt— 

bezeichnet. Die GrenzbedinL^iuigcn (31) des frei-freien Stabes für 
die Variable v geben damit in diejenigen des fest-festen Stabes 
für die Variüble u" über; die Funktion die aus dem Werte v 
von Gl. (37) bzw. (38) durch zweimalige DiflFercntiation nach x 
abgeleitet wird, befriedigt also diese Bedingungen und die Diffe- 
rentialgleichung (8 a) bzw. (8 b) des Problems und ist daher die 
gesuchte Lösung. Bis auf das hierbei gleichgflltige Vorzeichen 
stimmt auch 61. (42) mit dem durch sweimalige Differentiation 
Dach X aus (37) zu erhaltenden Wert überein. 

Auch beim fest-festen Btab kann eme unendlich langsame 
Schwingung mit m — 0 vorkommen, bei der der Stab sich als Gan- 
zes ohne Deformation bewegt und die kein Interesse bietet. 
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61. Eigenschwingungen des fest- freien Stabes. III. Fall. 
Fest-freior und frei-fester Stab. Beide Fälle sind physi- 
kalisch idf ntiscb, geben aber formal verschi* denn Lösungen, weil 
bei einem das Ende x—O^ beim andern das Ende x = l lest ist. 

Es sei x = 0 das feste, x = l das freie Ende. Die Grenz- 
bedingungen sind für 



(43) 



\x^0: » — 0 und |^ — 0, 

' dx 



(46) 



Die GrenzbediDgangen ffXr x = 0 verlangen wie im Fall II, daß 
im allgemeinen Integral (30 a) 5) = — © und ®== — S( ist, so 
daß i;^') hier auoh die Form (41) wie im Fall II hat^ d. h. 

(44) t('^ — (8in-| e»m-^ j + J8 ( cos — ©of j • 

Die Konstanten It, SB m sind bier jedoeh mit %\^\m' besseich- 
net worden, um anzudeuten, daß sie andere Werte als dort haben 
müssen. Ans den Grenzbedingungen für x^l folgt hier nämlich 

/d'i'^^ »»''rar'/ ' ft^i '\ 

\rdxn^^r~v^^ (-C0SI» ~(soi«i) 

+ 8' (»m - »Ol - 0; 

also, wenn m^j-O ist, 

(A(C\ ?! tin m -j- . cog m -f- <£of 

(^4b; cosm +eof»' "■*"«nf»' — ©inm"» 

woraus ffir m die transzendente Gleichung folgt 

(47) 1 + cos m So( m = 0. 
Ihre Wurzeln sind nach Lord Rayleigh 

(48) »ii,'-i(a*-l)«-(-l)*«„ (*-l,2,S...) 

Die Grüße nimmt mit wachsendem h sehr schnell ab; ist 
schon nur etwa 1,4 'lO'^ und bereits ist nur 7,8 • 10~*. Die 

Werte sind daher auch nahezu ungerade Vielfache von wie 

diejenigen von «i^ in GL (36); für große h gilt nahezu 
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Die erston sieben Werte von sind in Tabelle 10 angegeben. 

Tabelle 10. 

Wniseln «i der Gleiehmig t +oof mSof m=0, angleicb Wazseln m 



ton tg + etg = 0 und tg - ©tg = 0. 



m 
2 



m 
2 



VI 

2 



0 

2 
4 

6 



y-0.0i830 



4*68410 



Ii 
2 

11* 

2 



IHIIIIIII 



3-10.99554 



-17»27876 



1 

3 
6 
7 



+ 0,30431- 1,87610 



6« , 
2 

13* 
2 



IIIIII 



78 - 7,85476 



iimii» 



= 14,13717 



20.42035 



(49) 



Die Normalfunktlon v^^^ wird 

tf^w = (cos -i- (^of Wjj) ^sin — @in — ) 

— (sin w^' + m/) ^cos —~ — (£of ) , 



oder 



sin — @in 

+ (cos m^' 4- ®of w^') ^cos — (I of • 

Ist x = 0 das freie, x = l das feste Stabende, so kehren 
sieh die Grenzbedingungen (43) um, die Normalfunktion v^^^ wird 

V«) - (cos m; + C£of »V) (sin -*r + ®« '^-^) 
- (sinm; + ®tit m;) (cos^'^ -f ©oj ^*'^) , 



(50) 



oder 



= (sin f»; - 8in m,") (sin -^^ + Sin '^^) 
+ (cos + eof 1»;) (cos^ + (Sof ^ - 
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Sie ist auch durch zweimalige Differeatiation nach x aus (49) zu 
erhalten und unterscheidet sich von jener nur durch die verftn- 

derten Vorzeichen von Sin -j- und Hof Y~ • Gleichungeu 

(46), (47) uud (48) bleiben natürlich bestehen. 

sa. Andere Vom der Kormalfanktloneii. Oberdnander- 
lagemng der Fartialeohwingungen und BeüieiieiitwieTfliing 
nach Hormalftuiktioiieii. Die drd genannten Fille lassen sich 
auch in der Weise hehandeln, dafi man den Eoordinatenanfangs- 

punkt in die Stabmitte, die Stabenden also nach — ^ und 
+ ^ verlegt.^) Dadurch werden die Formeln suweilen ein- 
facher und übersichtlicher. Die Kormalfunktionen nehmen andere 
Form an, ebenso die Bestimmungsgleichnngen fElr m. Man erfa&lt 
z. B. fOr letztere im Fkll I und II (frei-freier und fest-fester Stab), 
je nachdem in der Stabmitte ein Schwingungsbauch oder -Enotoi 
liegt, die Gleichungen 

(51) tg"j+l8j=0 oder tg^'-Ifl^-ff. 

Die erste entspricht Scliwin_^ungen, die zur Stabniitte symmetrisch 
sind, v^^^^ ist dabei eine gerade Funktion; die zweite entspricht 
zur Stahmitte antisymmetrischeu Schwingungen, vj''^ ist dabei eine 
un^rcrade Funktion. Beide lassen sich auf Gl. (35 a) zurückführen, 
so laLl ihre Wurzeln, wie es ja aunh sein muß, mit denen von 
(35 aj iduiitisch werden. Im III. Fall ^fest-freier Stab) werden die 
Gleichungeu 

(52) t^^-(£t9y-0 und tg™+eta^ = o, 

und diese lassen sich auf (47) mit ihren Wurzeln zuräck- 

fübren. 

Für den frei-freien Stab werden die Normalfunktionen bei 
dieser Lage des Nullpunktes 



1) V^M. z. B. ü. Lamb, Djaamical Theorjr of Sound London. 
1910. 8. 
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(63 a) 



8in — = 

— @m 



oder 



und 



cos — ^ 

antisymmetriscbe (ungerade) Schwingung für i — 1 , 3, 5 ... 



(63 b) 



«jj^'J — a cos -i- + 



cos?!» 



Sin 



oder 



symmetrische (gerade) Schwingung für %«»0, 2,4... 

Die Werte der tn^ sind die in Tabelle 9 angegebenen. 

Wifl man durch Ausführung der Integration über die Btab- 
länge erkennt, 'S tullen diese Normalfunktionen und natürlich auch 
die NormalfauktiouL'u der GL (37 j, (42) usw. die OrthogonalitÄts- 
bedingung. D. h. es wird 



(54) 



v^Vj^dx = 0 wenn h^k, J* v^dx -» const 



— T 



i 
T 



Dieser Konstanten kann noch ein beliebiger Wert beigelegt 
werden. Durch Festsetzung desselben ist der "Wert der Amplitiiden- 
kunsLante % bezw. 53 in (53) bestimmt. Setzt m?m fest, daß die 
Konstante in dem zweiten Integral von (54) den Wert lj2 haben 
soll, so werden die Konstanten % und ^ zu 



(55) 



95 = 



8 
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Die zugehörigen speziellen Normalfunktionen nehmen die ein- 
fache symmetrisch gehaute Form an: 



(56) 



@ln-*im~|- -hsm ^*©in -*- A=3, 5,7..; 
t'i'— - J ~ ( niigorade 



l/Sin'^ — sin* ~ \ Schwingung 
hezw. 

My «>«?^+coB ~*M^ /* - 2, 4, 6 . . .\ 

~i =— I gemdd j 

y M' + oo<*^ V Sdiwingimg / 



Analoge Funktionell lassen sich fOr den fest-festen Stab anüitellen. 
Sie kfinnen anoli direkt ans (56) dnreli zweimalige DiiFecentiaiion 

nach dem Argument - abgeleitet werden. 

Für die beiden kleinsten Werte von m(rwQ = w^==0) sind die 
Normalfiinktionen Vq^*^ = konst nnd f^^'^ = konst/- rc, denn nur 
diese beiden Funktionen befriedigen für den Wert m = 0 die Glei- 
chungen (27) und (81) in Nr. 48 und 49, sowie auch die Ortho- 
gonalitätsbedingungen (54). Sollen sie in der zweiten von diesen 

letzteren den Wert orgeben, so mflssen sie die spesiellen For- 
men baben 

(56.) V'^-j/y. »1«-^«, 

die als Ergänzung zu (56) gehören. 

Die Teilschwingungen können sich übbreiiiauderlagtru, denn die 
Summe mehrerer Lösungen von der Form (38) in Nr. 49, die natür- 
lich mit entsprechend geänderten Normalfunktionen für alle F&lle 
I bis ni gilt, befriedigt die lineare Differeniialgleicbimg (8 b) und 
die Orenzbedingungen ebenso wie eine einzige Lösung allein. Die 
Gestalt des Stabes wSbrend der Sebwingungen hängt von Zahl 
nnd Art der beteiligten Teilsobwingungen ab (Ordnungssabl m^^ 
Amplitude und Pbasenkonstante in Gl. (38)). Boreb ge- 
eignete Wahl der Werte dieser drei GrOfien lafit sidi wabrscbein- 
licb immer eine solche Beihe ans den t^^ bilden, daß der Wert 
dieser Beibe und der Wert ihres zeitlichen Differentialquotienten 

ZU einer gegebenen Zeit etwa zur Zeit ^*>*0 — einem 
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beliebig vorgegebenen Zustand des Stabes zu dieser Zeit (Anfangs- 
zustand) gleich wird, indem v^°^ die Lage, die Geschwindig- 
keit eines jeden Stabpunktes zu dieser Zeit darsteUen. Diese 
beiden Größen sind natürlich Funktionen von x. 

Statt der trigonometrischen Funktionen sinus und cosinus 
treten bei dieser, der FourieiTeihe analogen, Reihe die ISormal- 
fnnktionen oder Eigenfunktionen t^^auf^ die sich hier — beim 
schwingenden Stabe — aus den trigonometrischen und den Hy- 
perbelfunktlouen sinus, cosinus, ©tnii^, ßofittU§ zusammensetzen. 

Der mathematische Nachweis fiir die Möglif^hkeit, durcli der- 
artige Reihenentwicklungen mit anderen Normalfunktionen 
als sinus \mä cosinus allgemein beliebig vorgegebene Funktionen 
darzustelleii, iehlt zurzeit noch; es ist aber aus physikalischen 
Gründen, wit sie z. B. aus dem ebenbehandeiten Problem hervor- 
gehen, sehr wahrscheinlich, daß eine solche Entwicklung, von der 
die Pourierreihe nur einen Spezialfall }>ildet, immer möglich ist; 
in speziellfcjii Tuilen läßt sie sich ausführen, womit dann für die 
dabei benutzten Normalftinktionen der Nachweis erbracht ist. 

63. Die Schwingungsügur des Stabes. Lage der Knoten, 
Bäuche, Wendepunkte usw. Die Gestalt des Stabes bei einer 
einfachen Teilschwmgung erhält man aus der zugehörigen Normal- 
funktiou Vf^^'^K Diese stellt als Funktion der Abszisse x die Kurve 
dar, welche die Stabachse zur Zeit i bildet. Diejenigen Werte 
fQr welehe i';^^') Null wird, sind die Stellen der Knoten, die Werte 

Xy für welche v^''^MskS..y also wird, die Stellen der 

Sohwingnngsb&aclie. Außerdem kommen nooh in Betracht 

die Wendepunkte, wo . * =0, und die Stellen stärkster 

Krümmung, wo ein Maximum, also -^»^ ■=*0 ist. 

Da die Stabkurve keine Sinuslinie ist wie die Saitenkurve 

im Fall einer einfachen Teilschwingung (vgl. Nr. 24 ff.), so sind die 
Knotenabstände angleich groß und die fi&ofike liegen nicht in der 
Mitte zwischen zwei Knoten. Ihre Lagen müssen in jedem Fall 
besonders berechnet werden. Um eine Vorstellung von der Gestalt 

der Kurve zu erhalten, muß man die Ordinaten y^^'^ für zahlreiche 
Wertf von x berechnen. Dies ist besonders von T.ord Rayleigh 
ausgeführt worden, der aucii die Resultate andrer Autoren benutzt 
und angibt Die folgenden Tabellen sind teils aus der Theorj 
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Tabelle 11. 



Ordmiiigi- 
Bahl dttr 
Partial- 
Bchwiu- 


pununeter 

»»* 


Fest -fester St«b 


Wende- 
punkt 


Kffiin- 

mungspunkt 


Knoten | Bauch 




i», = 0 










Ar-l 




0.5 


0 

X 






i = 2 


w,- 4,7300 
22,372) 


0,2242 
0,7758 


0 

0,5 
1 


(0) 

U) 


0,5 




- 7 8532 
= 61,674) 


0.1321 
0,5 

0,8679 


0 

0,3084 

0,6916 
1 


(0) 
0,5 

(1) 


0,.. 
0.-. 




»»4 = 10,9956 
(«4' = 120,90) 


0.0944 

0.3558 
0,6442 
0,9066 


0 

0.2200 
0,5 

0,7800 
1 


(0) 

0.3593 
0,6407 

(1) 


Ol- * 
0.5 

0," 




««, - 14,1372 
(»»••-199.86) 


0,0735 
0,2768 
05 

0,7232 
a9266 


0 

Ol» 

0, • • • • 

- 

0» ■ • • • 

1 


(0) 

0,2787 

0.5 

0.7213 
(1) 


a*. 

0, • ' 

0,.. 


D 


»«6 = 17 2788 
298,55) 


0.0601 
0,2265 
0,4091 
0,5909 
a7736 
0,9399 


0 

0» • • • • 

0.5 

0, • • • • 

0, . . . 

1 


(0) 

02281 
04091 
0.5909 
0.7719 

(1) 


0,.. 
0,.. 

0,5 

0,.. 

0,.. 







Knoten 


Bauch 


Wende- i Krümmungs- 
ponkt 1 punkt 


Frei-freier Stab 
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Tabelle 12. 



• 

OrdnangB- 

■/ahl der 
Tartial- 

tehwinguog 


FreqneDE* 
Parameter 


Fest- freier Stab 
(festes Ende bei 0, freies Eude bei 1) 


Knoten 


Bauch 


Wende- ' ^^^^«1- 

puDkt , pi;^"' 




w'i - 1,8751 
3,5160) 


0 


1 


1 


0 




»4^4 6941 
W^ = 22»03ö) 


0 

0,7739 


0,475 
1 


1 


0 

0,625 




«k= 7,0548 
0«f = 61>698) 


0 

0,5001 
0,8679 


0,.. . 

Ol'*- 

1 


0,1321 
0,4999 
1 


0 

0, . .. 
0,... 


* = 4 


»*i= 10,9955 
= 120,90) 

■ 


0 

0,3561 
0,6442 
a9056 


0». 

Ii. 

Hl • • • 

0, 

1 


0,0944 
0,3558 
0,6439 
1 


0 

0, .. 
0, . . 
0,... 


A = 5 


wl- 14,1372 

K^= 199,86) 


0 

a2788 
0,6 

0,7232 
0,9265 


0,... 

0, - .. 
0, . 

u, • * • 

1 


0,0735 
0,2768 

0,5 

Inf aIa 
1 


0 

0,... 

0,... 

0...- 

0, . 




K = 17,2788 
(m^^-» 298,55) 


0 

0,2281 
0,4091 
0,5909 
0^7738 
0,9399 


0,... 
0,..' 

0,... 
0,... 

0,... 

1 


0,0601 
0,2264 
0,4091 

0,5909 
0,7719 
1 


0 

0, . . 
0,.. 

0,... 
0, ... 

0, 




• 


Wende- 
punkt 


"Krün»- " 
mungs- 
punkt 


Knoten 


Bauch 


Frei -fester Stab 
(freies Ende bei 0, festes Ende bei 1) 
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of Sound 3. Aafl. entnom- 
men, teÜB ans den Bereeh- 
nnngen von Streblke^)nnd 

von Seebeck*). 

Da die NorraalfuDktion 
des fest- festen Stabes nach 
Nr. 50 identisch ist mit dem 
zweiten Differentialquotien- 
ten derjenigen des frei-freien, 
und da sich diese Noniial- 
funktionen nach viermaliger 
Differentiation immer voll- 
komnien roproduzievpn , so 
i st oflenbar , du ß Knuten, 
Bäuche, Wendepunkte, 
Punkte stärkster Krüm- 
mung d e s f r e i - f r e i e ü Sta- 
bes in der angegebenen Rei- 
henfolge zusammenfallen mit 
denWendepunkten^nnk- 

ten stärkster Erfim- 
mnng, Knoten, B&nchen 
des gleich langen fest« 
festen Stabes bei gleicher Ordnungszahl h und umgekehrt 

Genau das Gleiche gilt fftr dieselben Fmikte des fest-freien 
und des frei- festen Stabes. Daraus folgt, daB hier die Knoten 
bezw. Bäuche genau dieselbm Abstände vom einen (etwa dem 
festen) £nde haben wie die Wendepunkte bezw. Punkte stärkster 
Krümmung vom anderen (also dem freien) Ende. Das ergibt sich dar- 
aus, daß der frei>feste Stab nur die ümkehrung des fest-freien ist. 

Die Lage der vier Arten charakteristischer Punkte für die 
Fälle I und II (frei-freier und fest fester Stab) sind in Tabelle 11, 
für Fall TTI (frei-fester bezw. fest-freier Stab) in Tabelle 12 ent- 
halten, soweit sie überhaupt berechnet sind, und zwar bis zum 
ö. Teilton (&=Ö)*). Man sieht, daß die Knoten von Falll und III 

1) F. Streb Ike, Foggendortfa Annalen d. Phjs, u. Cham. 27, 
S. 505 u. 28, S. 512 (1838). 

2) A. See b eck, ebenda 73, S. 442 (1848). 

3) I>je im Handbuch der Physik Bd. II (Akustik) S. 334 ange- 
gebenen Zahlen füi die Knoten des 4. und 6. Partiaitoues einea frei- 
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fest«« Sind» pig, fMtes Ende 



a Schwiiipuiigsflgar des frei-freien, h des fcat- 

f«ateu htabes bei der Gruudschwiiiguag. 
f Smoten, B Bauch, W Wendepunkt, JCr Ifnnkt 
■tttxkster Krümmung. 



ÜBtle« Jsiiule frelM Ende 




fteies Ende Fig. 84. festes Ende 



a 8«h«lngui8tflgiic da» fMi-fkei«Ot 6 des frai« 
f«ftan 8tdw bffl in OniiidMilnringang. 
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mit wachsender Ordnurirrs/nhl immer mt l;r zusammenfallen, d. h. 
der fest -freie Sta^) schwingt in den höheren Teilschwingungen 
fast so wio ein troi-freier; die Befestigung des Endes stört nur 
die nächste Umgebung. 

Die Lage der charakteristischen Punkte und die genaue Ge- 
stalt des Stabes bei der Grundschwingung ist in den Figuren 33 
und 34 dargestellt. Die Gestalt der Stäbe auch für die Ober- 
schwingungen zeigen die Figuren 35 und 36. 

Vlg. 36 und 86. 

SohwingungB- 
figuren 
de« Grundtoai und 

Ob«rtQiM. 

i, c bei dem fFel* 
freien Stabp, 
d, e, / bt»i dem feit- 
ftelsD Btabe 

54 Eigenschwingungon des beiderseits drehbar ge- 
lagerten (gestützten) Stabes. Von den beiden noch übrigen 
Fällen IV ^beiderseits drehbar gelagerter oder gestü t/t or 
(angcslomrntr t) Stabj und V. (einerseits gestützter, andrerseits 
fest eingespannter Stab) gibt der erstere eine verhältnismäßig 
einfache Lösung. Die Greuzbedingungeu sind an beiden Enden 
(jB a 0 und x^i) dieselben, und zwar muß sein für 

(") IZVi v-Ounifj^-O. 

Diese auf das Integral in Gl. (30 a) angewandt ergeben 
für fl;»0 die Bedingungsgleicliimgen 

S8 + X=0 und — g3-f3)=-0 

also 

33 = !5) = 0, wenn i»=m">0. 
Daher ergibt die weitere Anwendung auf das £nde X'^l 

freien Stabes sind nicht ganz genau, wie es scheint. Die 'Anhlon für 
den zweiten und vorletzten Knoten gelton (^iyentlich für dm f» 
festen Stab, uuterbcheideu uich aber vou dcu richtigen im Hüchätfaile 
noch nicht um ein Prozent. 

10* 




Fig. n. 



i 

TI9.M. 
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Slfiinm' -f söini»"=«0 and — Il8iii«i"+ (iÖinm" — 0, 
also dtirch Addition und Subtraktion dieser beiden Gleicbungen 
(öö) 8l8inm"=-0 und (£eiuw"-0. 

Dies ist ftlr fii"> 0 nur zu erfUlen durch die Annahme 

(59) und »w;'=A-:r, (A; = 1, 2, 3 . . 
Daher wird hier die Normalfunktion einfach 

(60) VjW-siu^*''-, 

und die ganze Lüsuug derScLvvinguugsgleichuDg [vgl. (38) und (39)J 

(61) Vjj— iCsin— |- sin {n^t -|-^j) =» « sm— p sin ( - ^, h » 

(Ar ~~ 1} 2} 3 « > •)> 

Bie Nomalfunktion ist also dieselbe wie bei einer (beideiaeits 
befestigten) Saite, daher auch die Lage der Knoten und IMuehe. 
Die Wendepunkte bezw. Punkte stärkster Krümmung fallen su- 

sammen mit den Knoten bezw. Bäuchen. Die Teilacbwingungen 
Bind harmonisch wie bei der Saite, umfassen aber nicht alle 
Glieder, weil die Schwingungsfrequenzen mit dem Quadrat der 
Ordnungszahl A; wachsen. Je nach der Art der Anregung können 
noch die einen oder anderen toq ihnen ausfallen, so daß der Klang 
eines solchen Stabes sehr obertonarm wird, jedenfalls aber nur 
sehr hoho Obertöne enthält. Der erste Oherton ist die Doppel- 
oktave, der zweite Oberton bereits gleich dem 9. harmonischen 
Teilton. 

Die TonLühe der Gnmdscbwingungpn gleich langer beider- 
seits freier oder fest eingespannter und beiflerseits drehbar gela- 
gerter Stäbe steht, wie aus (69) und Ta belle 11 folgt, im Ver- 
hilltnis 

(62) «I,* : - 22,372 : - 22,372 : 9,8696 « 2,2668. 

55. ExponontioU gedämpftü Quorüchwingungen von 
Stäben. Die Differentialgleichung (^8) in Nr. 44 läßt sich noch 
durch ein Glied ergänzen, welches einer hemmenden, Bewegung 
yemichtenden Krafb entspricht. Ein sehr einfacher Fall ergibt 
sich wieder, wenn man die hemmende Kraft der jeweiligen Ge- 
schwindigkeit der Stabteilchen proportional annimmt. Man erh&lt 
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80 exponentiell gedämpfte Sinusschwingtiiigezi statt der unge- 
. dämpften. Man kann das Glied bei der In Nr. 44 gegebenen Ab- 
leitung der Bewegungsgleicbung in Gl. (2) bezw. (2 a') auf der 
rechten Seite za der rftcktreibenden Scberungskraft binzufügen 
in der Form 

(68) -«,<»x||- 

und erbält nach denselben Umformongen wie dort schließlich die 
Gleichung 

oder mit Weglassung des zweiten, zu yeinachlttssigenden Terms^) 

(64a) „gjj+„4_ + £j,«g_,_o 

oder 

(64b) _+2d^^ +hV^, = 0, 

d ist der DSmpfnngsfoktor (vgl Bd. I, Nr. SIE), $ ist die 
ümrißlinie eines Querschnitts, sdx also die Mantelfläche einer 
dünnen Quersdbnittsscheibe, a eine von der Form der Umrifi]inie 
und der Natur des umgebenden Mediums abh&ngige Eonstante. 
Die dftmpfende Kraft hat ihren Sitz im wesentlichen an der Stab- 
oberfläohe, indem dort die angrenzenden Teile des umgebenden 
Mediums in Bewegung gesetzt werden müssen. Dazu muß auf sie 
eine vom schwingenden Stab ausgehende Kraft ausgeübt werden, 
welcher als Reaktion die gleich große entgegengesetzt geriditete 
d&mpfende Kraft entspricht. Da die auf die Umgebung übertragene 
Energie im Verlaufe einer ganzen Schwingungsperiode nur zum 
Teil wieder auf den Stab zurückkehrt, zum Teil aber als Schall- 
energie in Welleiiform (Schallstrahlung) nach außen wegwandcrt , so 
findet Kiiergiezerstreuung, also Dämpfung der Stabbewegung statt. 

Der Ansatz (63) für die hemmende Kraft ist vielleiclit zu 
speziell, um die Erscheinung im oinzolnen richtig darzustellen, 
doch ergibt sich daraus jedenfalls em annähernd richtiges Gesamt- 
bild. Die dänipfeudö Kraft ist danach als äußere auf die Mantel- 
fläche des Stabes wirkende Kraft gedacht. Dämpfende Kräfte 
infolge innerer Reibung im Stabe selbst sind vernachläsigt. Das 



1) Vgl. Nr. 45. 



Digitized by Google 



140 6- K.ap. Transversalschwingungen von Stäben 



8c1iant erlaubt; denn Yersnclie mit mMBiveii und hohlen Stftben 
(Röhren), sowie ParallelTersuche im Vakuum zeigen den ftberwie- 
genden Einfluß der Strahlungsdämpfung. 

Die Integration der Gleichung (64a) bezw. (641)) gelingt 
leicht durch Zerspaltung nach dem Schema von Nr. 48. Man setzt 
und erhält schließlich die beiden gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichungen 



mit den Lösungen 

(67) i?W - Pc-" sin (v< H- ^), (v « - d«) 

(68) = Ä sin + !Ö cos ^ + © ^in + 2) (£of ^ , 

Die Normalfimktion also auch dip Schwingungsfigfur des 
Stabes ist dieselbe. Der Unterschied gegen die ungedämpften Stab- 
schwingungen besteht außer in dem Abklingen der Schwingim- 
gen nur darin, dafi die Frequenz v sich etwas TOn derjenigen der 
ungedämpften, unterscheidet Dieser Unterschied ist aber bei 
allen akustisch in Betracht kommenden D&mpfüngsgraden un- 
merklich. Vgl. dazu die Tabelle 10 in Bd. I. 
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Theorie der yon zwei ßaumkoordinateii 
abMngigen Sehwingnngeii. 
Eigenschwingungen von Membranen nnd Platten. 

6. Kapitel. 

Eigenschwingimgen von Membranen. 

56. DÜfoventialgleiohnngen derEigensohwingungenTon 
Membraaen. Sohwiligungsenergie. Membraneii babeu akustisch 
deshalb Interesse, weil sie zur Aufhahme und Registrierung Ton 
Tonwellen dienen. Dazu ist es nötig, die möglichen Schwingongs^ 
formen und Eigenfrequenzen der Membranen zu kennen. 

Eine Membran ist der ideale Grenzfali einer unendlich dünnen 
Platte, bei der wegen der Torschwindend geringen Dicke die natttr> 
liebe Steifigkeit keine Rolle mehr spielt. In einer idealen Membran 
fehlen daher die Schern ng^skrätte (Scbubspannungen). Widerstand 
gegen Formänderungen (seitliche Yerbiegungen) tritt nur auf, wenn 
mit der Formänderung eine Vergrößerung der Flache verbunden 
ist, und zwar infolge der dabei entstebeuden oder größer werden- 
den elastischen Spannung, l^ur eine im natürlichen Znstand be- 
reits gespannte Membran ist schwingnngsrähig (ebene, über einen 
ßing gespannte Membran bei der Tromuiel, kugelförmig gespannte 
Membran }>ri Hoifenbhisen, Lnftballons usw.). 

Die Spannung (Normaldruck) fdllt überall in die Tangential- 
elit ne der Membran; bei einer allseitip trleicbmäßig gespannten 
Membran ist sie nacb allen Kiclitiuigen nm jeden Punkt der Mem- 
bran herum gleich groß. Es können aber auch nacb verschiedenen 
Richtungen hin ungleich gespannte Membranen vorkommen. Ein 
Beispiel dafür ist eine zwischen zwei parallelen Leisten befestigte 
Membran, bei der man die Spannung senkrecht zu den Leisten 
durch Kähem oder Entfernen derselben beliebig ändern kann, oder 
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der ühnlicho von Helmholtz^) behandelte Fall einer, ein sehr 
spitzes Dreieck bildenden Membran, bei der dasselbe durt li Aus- 
einanderbiegen der Randleisten erreicht wird. Hier sollen nur 
gleichförmig gespannte Membranen berücksichtigt werden. 

Wird eine gleichförmig gespannte Membran irgendwo durch 
einen kuraen Schnitt aufsreschnitten, so streben die Schnittränder 
auseinander, ohne daß seitliche Verschiebungen eintreten, tiu Be- 
weis dafür, daß die Spannung in der Membrautiäche imnier senk- 
recht auf jedes Linienelement ds wirkt, das mau irgendwo auf 
der Membran als Stttck irgend einer Eorre konstniiert. In der nn- 
verletzten Membran wird diesen auseinanderziehenden Spannungs- 
krftften von deigenigen Erftften das Gleichgewicht gehalten, die 
Ton dem jenseits der Schnittlinie liegenden Membranteil ausgehen. 

Die gespannte Membran sei im Buhezustand eben und falle 
dabei mit der d;y-Ebene zusammen. Die gleichförmige, Uberall 
gleiche Spannung sei p. Die Yerschiebung der Membranpunkte, 
die in der darauf senkrechten isr-Biohtung erfolgt, sei als unendlich 
klein anzusehen. Dann kann man ganz wie bei den Bewegungen 
der Saite (vgl. Nr. 18) annehmen, daß jeder Punkt sich nur in der 
jf-Kichtung bewegt, seine x- und «/-Koordinaten also dauernd be- 
hält. Die tatsächlich vorhandene seitliche Vei^chiehung auch in 
der X- und //-Richtung wird Temachlässigt, da sie Ton höherer 
Ordnung klein ist. 

Ein Flächeuelement df^dxdy am Punkte Pder ebenen Mem- 
bran vergrößert sich bei der Ausbiegung /u df' = df: cos«, wo- 
bei a der Neigungswinkel der Tangentialebene im Punkte P', dem 
neuen Orte von P, ist. Da al-er u klein von der ersten Ordnung 
sein soll, so ist cos« bis auf quadratische Glieder gleich £ins und 
mit gleicher ADnäliüruug df' = df. 

Das um die Strecke (v in der r-llichtung ausgebogeue Flächen- 
element dxdy wird mit der Kraft 

zurückgezogen. Diese ergibt sich analog der rQcktreibenden Kraft 
bei der Saite (vgl. Nr, 18). Auf die Begrenzungslinien dx und dff 
des Flflchenelementes df^dxdy^ und damit auf daa Flächenele- 
ment selbst, wirken folgende KrSfte (Fig. 37). Auf die vordere 

1) H. T. Helmholts: Tonempfindungen, Beilage XI. 
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Kante dx wirkt die Kraft pdx nach 
vorn, auf die hintere Kante die Kraft 
pdx nach hinten; analog auf die linko 
Kante dy die Iu;ift p^^l/ nach links, 
auf die rechte l\aute pdy nach rechts. 
Diese Kräfte liegen überall in der Tan- 
gentialebene an dem betreffenden Punkt 
Die if* Komponenten der Krfifte sind 
also, da KrSfle, die in der positiven 
Eoordinatenrichtung wirken, positives 
Yorzeichen bekommen nnd umgekehrt, 

an der vorderen Kauto dx 




Flg. 37. 

Eeoliteckigea FlAobeoeloment 
gebogenen MMobran and 
Frojektlon »af dia xf- 
Ebene. 



an der hinteren Kante dx 

an der linken Kante dff ""-^^-^(1^) » 

an der rechten Kante dy 

Die Summe dieser Kräfte, bei der also Glieder höherer als 
erster Ordnung vernachlässigt werden, indem man die obigen 
Taylorschen Reihenentwicklungen beim ersten üliede abbricht, 
ergibt den Ausdruck (l) für 

Indem mau andererseits das Produkt aus Masse des Membran- 



elementes ffdxdy mal Beschleunigung bildet und jener Kraft 

gleichsetzt (2. Kewtonsehes Gesetz), folgt die Differentialgleichung 
der Bewegung 

(2) ^ dxdy -J?äxdy{^j^,-i-j^,) 

oder anders geschrieben 

1) Aw ist der von Lame eingefühite „zweite Differentialpara- 
meter" von to, der in reehtwinkligai kartesischen Koordinaten voll- 
Btfindig, d. h. wenn w von allen drei Koordinaten abh&ngt, lautet 



. ^ , d*w . d'w 
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Es ist jp die überall gleiche, immer in der Tangentialebene der 
Membran wirkende Spannung, die Masse der Flächeneinheit 

(Flftehendichte) der Membran, e ^]|/^ der SchaUgeschwindig- 

keit e^'y^^ bei Saiten (und Gassänlen) entsprechende Eonstante. 

Diese GleichuDg ist zu integrieren unter der Bedingung (Band- 
bedingung), daß längs der Umgrenzung der Membran überall M' = 0 
sein soll, da die Membran notwendigerweise am Eandc fest ein- 
gespaunt sein muß. 

Die kinetische Energie eines Membranelementes dxdy ist 

(3) 

diejenige der ganzen Membran also 

integriert über die ganze Fläche der Membran. 

Die potentielle Energie ist gleich der Arbeit, welche bei 
der Dehnung der Membran von den Kräften geleibtet werden muß. 
Diese ist gleich der Vergrößerung der Membranoberfläche, mul- 
tipliziert mit der Spannung j). Die Vergrößerung eines Flttchen- 
elementes df^ dxdy der ebenen Membran hei Terschiebnng seines 
Mittelpunktes um eine Strecke tv in der ^'-Richtung ist nach der 
bekannten Formel^) für die Berechnung der Größe von krummen . 
Flächen zu bestimmen. Sieht man nSmlich wie frfiher davon ab, 
daß die Membranpunkte außer der senkrechten Terschiebung w 
auch horizontale u und v erfahren, die aber Ton höherer Ordnung 

klein sind, so erhält man, da hier ^ und klein sind gegen 1, 



Also wird die potentibiie Energie eines Flächeneienieutes 
dxdy 

der ganzen Membran 

1) Vgl. Lehrbücher der Integralrechnung. 
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integriert über die ganze Membran. Aus diesen Ansdrfleken für TJ 
und V läfit sich, etwa mittels des Prinzips der Tixtnellen Oeschwin- 
digkeiien, die Bewegongsgleiehnng (3) ableiten. 

Die Integration der Differentialgleichimg (2 a) gelingt leicht 
bei gewissen einfachen Formen der Begrenzungslinie (Kandkurve) 
der Membran; solche sind die rechteckige (speziell die quadra- 
tische) und die kreisförmige, wozu auch die Begrenzung durch 
zwei konzentrische Kreise, i^so die ringförmige Membran gehört, 
sowie der Ring- und Kreissektor, der aus diesen durch zwei 
Eadien ausgeschnitten wird; femer das gleichseitige Dreieck, das 
gleichschenklig rechtwinklige und das rechtwinklige Dreieck mit 
einrm Winkel von 30*^.^ ^ Partikiilarlösungen erhält man hier wie 
bei der Saite und dem Stab durch Zerspaltmig der Funktion w 
in einen nur von der Zeit i und einen nur vom Orte {x^y) abhän- 
gigen Faktor. Der erstere ergibt sich wieder als Sinus- bezw. lio- 
sinusfunktion, d. h. sinni oder co%ni. Der übrigbleibende Faktor 
ic^*>y) muß die Differentialgleichung der Nomialiunktiouen der Mem- 
bran befriedigen 

57. Beoliteökfge Membran. Parlialadhwiiigungeii und 
allgemeinste Form der Eigenscliwingiuigen. Rechteckige 
Membran. Die lange Seite sei a, die kurze &; a sei parallel der 
iB*Achse, h parallel der ^- Achse, ein Eckpunkt sei der Eioordinaten- 
ursprung d;»0, jf'^O, Brauchbare Partikularlösungen von (8) 

sind Pjrodukte Ton der Form sin — - sin so dafl man als 

Partikularlösungen w der Gleichung (2aj erhält 



(») 



. hnx . kpy . . , 
u\j^ « sm Bin sin «j^i und 

. hnx . hny . 
« A* - «m — Bin - jf cos n^J, 



1) Vgl. z.B. F. Pockels, Über die parfcieUe Differentialgleichung 
Ar7-f fc*w = 0. Leipzig (Teubner) 1901. S. 67ff, In neuester Zeit 
ist die Integration von E. Reinstein nach dorn Ritz sehen Verfahren 
auch fiir die elliptische Membran aasgeführt worden (Annalen der 

Ir'iijöik (4) 35 (1911), S. 100). 
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also als allgemeine Ldsung die Paitialschwiiigang 
(10) 



«'a* ^ ^-^kk + *5ös n^^t) sm ' — Sin 



(11) 



= ^4 sin (ii^^/ + sm sin • 
Die Geschwindigkeit der Teilchen wird 

^2* cos «44^-^4 sm «jnO«"» — -j^ 

^ «ii*^* CO» * + Sin — sin -y- , 



wobei f>44 bestimmt wird durch 

Diese letzte Beziehung erhftlt man leicht als notwendige und 
hinreichende Bedingung, indem man Terauchsweise fOr le^^^ das 

Produkt sin ^'^^ sin in Gl. (8 ) einsetzt. 

Als allgemeinste Lösung ergibt sich hieraus durch Übereinander» 
lageruDg der Partialschwiagungen 



(13) 



00 00 



^^(^**' »™ «A** + ^kk' ii^tO Sin ^ Sin 



^ ^ Vhk (»A» + ^A*) sm — sm - ^ 



und 



A = l Jt = l 



00 00 



(14) 



Asl A«l 



0» «e 



^^'hk ^A* cos («^ji + ^A*) Sin ^ Sin 



Die Lösung (13) ist wirklich die allgemeinste Lösung, denn 
sie läßt sich jedem beliebigen Anfangszustand anpassen, bei dem 

Aushiegung w und Geschwindigkeit = der Memhranteilchen 

beliebig gegebene Werte baben. betzt man nämlich in (13) und 
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(14) f = 0, so erhiilt mau rechts Reihen, deren Glieder Produkte 
von zwei Sinusfunktioncn sind, die nach ganzxahligen Vielfachen 
des Argumentes x bzw. ?/ fortschreiten, nämlich 



(15) 



= ^ ^ "IT 



a h 

h=\ 1 = 1 

00 00 

2a 2d ****^** sin — 8in 

As] ftsl 



Es ist w^**^ geschrieben, um anzudeuten, dafi diese GrOBe nicht 
mehr von i abhängt, indem t dabei den konstanten Wert 0 hat 
Die Koeffizienten A^^ und A^^l' sind bestimmt durch 



(16) 



sm axay 



« = 0 y = 0 

a » 

Für ein konstant gehaltenes jf, d. h. für einen anendlich schma- 
len Streifen der Membran parallel der «-Kantn ^vrrJon beide 
Bethen (15) Fouriersche Sinusreihen, die in dem Intervall dß^O 
bis x = a die links stehenden Gr(^6en als Funktionen von x dar^ 
stellen. Man erkennt dies, wenn man Gl. (15) bezüglich der x 
nicht als Summenformel sondern aufgelöst als Reihe hinschreibt: 



(16a) 



+ sm — i sm ^ 



b 

kny 



+ Sin ~ ^,,4 sin ^ 



4- 



00 
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und die analoge Beihe für ^ dt ) ' ^^^"^ Reibe bat die Fonn 

(17) i»o^*»>«a, an — -h<4 «m — H H-a^ »in— - + ••• 

wobei die Koeffizienten a/', die Suramen ^ in (loa), von y ab- 
hängen, also hoi konstaut gehaltenem ?/ selbst konstant sind. 

Sie sind durch w^^^-^'-'^ eindeutig als Funktionen you y bestimmt^ 
denn sie haben die Werte (vgL Bd. I, Nr. 10) 



+ a a 




Die i'uüktion w^'^- ist nur auf der Fläche der Membran d. h. 
also als Funktion von x nur im Intervall von x = 0 bis x=^-\- a 
gegeben, sie muß aber als ungerade Funktion über iC = Obisa;=- — a 
fortgesetzt gedacht werden, damit sie durch eine Fourierreihe 
dargestellt werden kann, die nur Sinusglieder entb&lt, wie es sur 
Erfflllung der Orenzbedinguugen durch das Integral der Bewegungs- 
gleichnng nötig ist. Daher kommt in (18) als untere Grenze — a 

hinein. Da aber w^""-'^ sin — als Frodukt zweier ungerader Funk- 
tionen eine gerade Funktion ist, so kann man die paarweise 
gleichen Glieder, die zu gleichen Absolutwerten x gehören, zusam- 
menfassen und bekommt dann die zweite Form yon (id) mit 0 

als unterer Grenze und dem Faktor 2. 

Die Kclho auf der rechten Seite von (17) ist also zweifellos 
eine richtige Darstellung der Funktionen Wq^-^-'^ auf der ganzen 
Fläche der Membran, d. h. für alle Werte x zwischen 0 und a, 
alle Werte ;/ zwischen 0 und ?>, wenn tr^'^J^ in diesem Gebiet will- 
kürlich gegebeil ist. Aus physikalischen Gründen muß übrigens 
Wq^-''- '-' eine stetige Funktion sein. 

Die nur von y abhängigen Koeffizienten a" (und a^') können 
nun im Intervall 0 bis b durch eine einfache nach Vielfachen des 

Argumentes ^ fortschreitende Fouriersohe Sinusreihe dargestellt 

werden, da die Größen a/' an den Grenzen 0 und jr = 6 offen- 
bar Null ^ind — weil Wq^''^'» daselbst Null ist — und daher ttber 
y » 0 hinaus bis y — — d als .ungerade Funktion fortgesetzt ge- 
dacht werden können. Dabei ergibt sich dann fttr diese Koef- 
fizienten die Darstellung 
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(19) s^u^-\rÄJ^^sm-f^""^A^^^sm'Y-^'-^ 

■wobei die Koetiizienten A^^^j^ dieser neuen Keihe die Werte haben 

(20) A^"-\ Ja^'^*-^ä,-l J 

was durch EiasetKon des Wertes Ton a/' aus (18) sofort die Aus- 
drücke yon Gl. (16) ergibt, auch den £Qr A^^j^^ da die Beihenent- 
wickliing for «Ue willkfirlich gegebene Anfangsgeschwindigkeit 

V d t ) analog zu behandeln ist. Derartige ßeihen mit Pro- 
dukten von zwei Funktionen, deren jede nur von einer Yariabeln 
abhängt, erhält man zur Darstellung eines willkfirlicben Anfangs- 
sustandes auch bei andrer Form der Bandkurve, z. B. bei Kreis- 
form (vgl. Nr. 59 ff.); doch treten dabei statt der Kreisfunktioneu 
Sinus bzw. Kosinus andre Funktionen (Besse Ische usw.) auf. 

Bei räumlichen Problemen (z. B, Schwingungen von einge- 
schlossenen Gasmassen usw.) ergeben sich Keihen mit Produkten 
aus drei i^'aktoren. 

Die zyklische oder Kreisfrequenz einer Partialschwingung ist 
durch nj^j^ mittels 61. (12) bestimmt; die Frequenz in der Zeit- 
einheit (1 Sekunde) ist also 

Durch Einsetzen aller möglichen Kombinationen von ganz- 
zahligen Werten h und Ä; erhält man alle überhaupt möglichen 
Frequenzen und die zugehörigen Schwingungstjpen der Membran. 

Sind a und 5 inkommensarabel, so gibtYertauschung der Werte 
TOn h und "k (z. B. einmal A 2, — 3, das andremal A » 3, A; = 2) 
immer Terschiedene Frequenzen, d. h. zu jeder Frequenz gehOrt 
nur ein einziges Wertepaar k und ein einziger Schwingungs- 
typ der Membran. Stehen aber a und h in rationalen YerhSlt- 
nissen zueinander, so kommen Fftlle vor, bei denen eine Yertau- 
schung Ton h und k die gleiche Frequenz liefert, wBhrend der 
l^pus der Schwingungsform ein andrer wird. Yon Belang ist dies 
aber nur, wenn das rationale Yerhältnis aih durch kleine ganze 
Zahlen ausgedrückt wird. Besonderes Interesse bietet die qua- 
dratische Membran dar, wo a\h^lil ist. 



Digitized by Google 



150 



G. Kap. Eig6Diiolivuigaiigeii voa Membranen 



58. Quadratische Membran. Frequenzen und Sehwin- 

gungsflguren der Partialschwingungen. Wir teilen die Schwin- 
gungen in Reilieu ein, indem wir in jeder Reibe h konstant setzen 
und l' alle möglichen ganzzabligen Werte von 1 bis oo beilegen. 
Dahei brauchen die ScliwinLnin<r<'Ti m\t gleichen Werten der Ord- 
nungszahlen Ji und /.', aber ni and» rt r Anordnung (z.B. // = 2, 
A- = 3 und //=-3, Je — 2), nur einmal bebandelt zu werden, weil 
sie dieselbe Frequenz haben und die eine Schwingung.stigur ein- 
fach durch Drehung der Membran um 90° aus der anderen her- 
vorgeht. Wir fassen diese Fälle deshalb gleich zusammen. Durch 
L bereinauderlageruug dieser beiden isochronen, aber in der Form 
verschiedenen Typen erhält man eine unendliche Menge neuer be- 
stimmter Schwingungstypen, die je nach dem Amplituden Verhältnis 
und der Phasendifferenz der Komponenten yersehieden ausfallen. 
Für alle Schwingungen ist die Frequenz in der Sekunde 

(22) jyi,-^}/A« + Ä«. 

1. Beilie: /i -i 1; » 1, 3 . , • 

I) Grundschwingung h^h^l. 

Die Partikularlüsnugen (y ) in Nr. 57 geben die Schwingungsform 
der Membran ( Lage der Knoteulmien, Größe der Auaweicbung usw.), 
wie es sein muß, übereinstimmend, wenn man den Zeitfaktor durch 
geeignete Wahl der Zeit i gleich groß macht, z. B. gleich Eins, 

indem ^ = 2«" ^=»0 gesetzt wird. Die Lage der Knoten- 

linien (Schwingungsfigur) ist natfirlich von dem jeweiligen Werte 
des Zeitfaktors ganz unabhängig, sie wird allein durch die Nor* 
malfunktion Wf^^'^^ bestimmti die* hier für n 6 übergeht in die 
Form 

(23) «,„«.,)«rin^«B*^. 
Fflr h^h^^l ergibt dies die Normalfunktion 

(24) „,y«« = .üi!^8i„!Ü!, 

d. h. w wird nur an den Rändern a;==a, y — a dauernd Null, im 
Inneru Miid keine Kuotenluntjn oder Punkte vorbanden. Die maxi- 
male Ausbiegung liegt im Mittelpunkt des Quadrates. Die Aus- 
bieg uug hat an allen Punkten dasselbe Vorzeichen. Die Fre- 
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quenz ist 

Ober Schwingungen. 

na)ft-l, X;-2 und üb) X;- 1. 

(26) Frequenz 1,681 jy,i. 
Die Normalfunktionen sind 

(27) Ua) -»n^ sin und 

nb) iV'^-^Mo^sin^. 

Typus IIa) hat außer den i^andÜDien die raudparallele Mittellinie 
IT « y , Typus Hb) die Bdittellinie = y als Knotenlinie. In Fi- 
gur 38 sind dies die FUle B'^O (Ua) und B^±oo (üb). 
Durch Obereinanderlagerang beider Schwingungstypen entstobt 
der allgemeine Typus II), n&mlich 

(28) fp sin (»< H- ^j,) sin ^ sin 

+ sin (n^ 4- ^n) ^ 
oder umgeformt 

(28 a) w = 2 sin ^ sin ~ (**^ 4" -^ii) cos ^ 

4" siJi (» ^ 4- ^ai) cos J • 

Also ist hier w — 0, wenn einer der drei von x und y abhängigen 
Faktoren in (28 a) Null wird. Die beiden ersten geben nur die 
Bandlimen als Sjaotenlinien. Der letzte Faktor in der eckigen 
Klammer ist im allgemeinen noch von t abhängig. Die dnrch ihn 
bestinunte Enotenlinie liegt daher nicht fest, sondern wandert im 
allgemeinen hin und her. Nur in besonderen Fällen ergibt sich 
eine feste Lage. Das sind erstens die beiden FBlle Ä^^ 0 nnd 
~ ^9 welche nichts anderes als die soeben behandelten l^en 
IIa) und Hb) sind, und zweitens die F&lle, in denen sieh noch 
der Zeit&ktor aus dem Klammeransdruck abspalten läßt Das ge- 
schiehti wenn '^^i — ^is ^ti ~ ^if + ^ i^t, d. h. wenn beide 

K«lfth&0: Akaittk II. 11 
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Komponenten gleiche oder entgegengesetzte Phase haben. Im i all 
gleicher Tha&eu ist die Gleichung der Enotenlinien 

(89) ^,eo3^ + J„oo."*-0, 

bei entgegeugeaetzten Phasen ist sie 

(80) ^„cos7-^„cos*'-0. 

Diese lieiden transzendenten Gleichungen lassen sich in die eine 
zusammenfassen 

(31) co.?y' + Bco."/~0, (*=^j 

wobei B alle Werte zwischen — oo und -f oo annehmen kann; 

positive Werfp 7? entsprechen frleiclien Phasen [Gleichung (-9)], 
negative Werte pnti>0Lrengesetzteu IMiaseu [Gleichung 1 30)J der 
KDmponenten. Nur diejenio^eii Wurzeln x und ;/ der Gleichung (31) 
kommen hier in Hetraclil, welche zwischen 0 und -f- a liegen. Für 
B - 1 d. h. A^.^ I .4,j =^0 und 7? + 1 d. h. .1.. — ^ ^ 
ergeben sich daher als Knotenlinieu die Diagonnlen ies (Quadrates 
y = x und y = a — a*. Füi* B = 0 und B — cv. erhäit man wieder 

die Bandparallelea Jf — -f- und x^-^. Bei anderen Werten er- 

bftlt man Kurven, die sieb zwischen diese extremen F&lle einordnen 
und die aftmtlich durch den Mittelpunkt des Quadrates 

hindurchgehen, da nach (31) für x ^ ^ immer auch t/ 

sein muß. Die Figuren 36 zeigen die Lage der Knotenlinien in 

den angegebenen Fällen. 

In dem allgemeinen Falle beliebiger PhasendilFerenz nehmen 
die Knotenlinien offenbar nacheinander verschiedene der hier skiz- 
zierten Formen und gewisse zwischen ihnen gelegene Übergangs- 

fonneii aI^ da alsdaim d«r W«rt von B, der gleich °!- > ' + i"\ 

zu setzen ist, mit der Zeit variiert. 

IlIa)A»l, A;=3 und lilb) A;— 1 

(32) Frequenz =«JV„ 2,236 Ä'n. 



2a 

Normalfunktionen 

a 



(33) V-f^^^^sin'^ain^^ und «•jj^-^'^sin^ 'sin 
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■ — oo 


£= 2 




J5 = -i 


^=0 








/ 





































it 




Gteleh« FhaiMi, 

Ifig. M. Voisdiied«iie OMtalten der Kuoteiilinie b«i der «mton ObafeehwIngNBg «Iiier 

qvadrmtiMhen Membnm. 

Die Kaotenlittien dieser beiden Typen sind die Randparallelen 
y«= Y und y — ^ bei MaX «P^'y «ad ^'^^ Ulb). In 

Figur 39 sind dies die Fülle B = 0 (ITIa) und B = ^(x> \^iiib). 
Der allgemeine aus beiden zusammengesetzte Typ ist 

3 jt y 
a 



(34) 



w = ^ijflin (nt + -^ij) sin -^sm 



4-^3i8in(«*-f %)ain ^ sin 



oder umgeformt 

(34 a) w = sin sin ^ [^u sin (» i + (4 cos« ~ - l) 

+ Ä^, sin («i + (4 cos^ ^ - 1)] • 

Aus dem Klammerausdruck läßt sich auch wieder ein Zeit- 
faktor sin (ni -|- -^j,) abspalten, wenn die Phasen der Komponenten 
gleich (^31 = ^jj) oder entgegengesetzt (dgj ='^13 + n) sind. Der 
leiste Fall bedeutet wieder, daß A^^ entgegengesetstes Torzeicben 
wie bei gleichen Phasen und wird mit umfaßt, wenn man 
den Quotienten B Ä^^ : A^^ alle möglichen Werte von — 00 bis 
4-00 durchlaufen Ittßt. Bei gleichen (bezw. entgegengesetzten) 

11* 
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Phasen der beiden Komponenten ergeben sich so die featen Knoten- 
linieni welche durch die Gleichung bestimmt sind 

(35) (4 cos^ ~ - 1) + ^»i (4 cos^ ^ 1) = 0 
oder 

(35a) 4cos3^-l-i--B(4cos«^-l)=0 {^=^ • 

Für 7? = 0 und iß == d: (X), d. L. wenn entweder Ä^^ =0 oder 
vlj3 =^ 0 ist, erhält man die Einzelschwiugungeu mit den ßand- 

parallelen y = j und ^ bezw. j ~ [Fall Ula) und IIIb)J 

als Knotenlinien. Für 3^-^!, d. h. wenn — = — ist (ent- 
gegengesetzte Phasen), geht (35) über in 

(36) cos* — = €08* — , d.h. cos — = ±cos — 

mit der Lösung ;/ = ;r und ?/ — a — x. 

Kuotenlinien sind hier also die Diagonalen des Quadrats. Für 
P = -f-l (gleiclie Phasen) scliließlich erhält man als Kuotenliuie 
die kreisähnliche Kurve mit der Gleichung 

(37) cos2!lf4.co8^^ = i. 

Ffir alle anderen Werte yon B erhfilt man kompliziertere 
transzendente Kurven, deren Formen zwischen denen der ge- 
nannten Systeme liegen (Fig. 39). 

Sind die Phasen der beiden Komponenten nicht gleich oder 
entgegengesetzt (allgemeiner ausgedruckt nicht genau um ein Viel- 
faches von it verschieden), so ergeben sich auc^ wieder hin- und 
herwandemde Knotenlinien, deren Gestalt in jedem Augenblick 
mit einer der eben behandelten festen Knotenlinien übereinstimmt. 
Wie diese aber auch gestaltet sein mögen, sie müssen unbedingt 
durch die Schnittpunkte der randparallelen Knotenlinien der beiden 
Einzelsohwingungen Ula) und lUb) hindurchgehen. Das folgt 

sofort aus Gl. (35), indem daselbst für oder a?**-g-' ^^^^ 

y einen dieser Werlo lial>eu rnuß, falls nicht gerade A^,^ oder 
J31 =-= 0 ist. Dieser Satz gilt entsprechend für alle anderen Sch>vin- 
gungen mit beliebigen Wert^paaien h und h. Die betreffenden 
Pimkte sind die „Pole" der Schwinguugsügur. 
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XSntgtgoigMetata flutMii* 



B=-oo 





1 








/ \ 


















o 




O 




0 









B»0 



B=oo 



flMolw rhM«B. 

Tig. S9. yermhiad«!!* Oestalton der EnotoDlinicn bei der iweiton Obeneliwingoiig 

eiuer qaadrfttisobeu Membran. 



IVa) Äf~.4 und IVli) 
(38) Prequena JiT^ « JV^ - - 2,93 JV^^ . 



Die £inzelkompoiieuteu haben die randparallelen Knotenlinien 

IV b). Durch Übereiaanderlagerung ergeben sich wieder kompli- 
ziertere Kurven. Die Reihe ist leicht fortzusetzen. 

Von dieser ist das erste Glied (i^ 2, « 1) sehon nnter Üb) 
der ersten Reihe behandelt. Neu ist dagegen der Fall 

II') 

als Analogon der Grundschwingung h^l, » 1. 



(39) 



Frequenz 



8a 



2R 



Wie bei der Grundschwingiing ist hier nur ein bchwinguugs- 
typ vorhanden mit der Normalfuiiktioü 



(40) 



(xv^ • • 23ry 

^99^^' — Sin sm — ' 
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6. Kap. EigenschwingiiDgeii Ton Membranen 



^' Knotenlinien sind die raDdparallelen Hittelliiiien 

y = ^ und (Fig. 40). Der nächste Fall gibt 

lll'a) Ä = 2, Ä = 3 und Iirb) 

C]/l3 



vig.w. (41) Frequenz = iS' 
13 ormalfunktionen 

(43) 



2a 



j^y; = sm — sm — ^ 



und m;.«^^^ = sin sm 



a 



lU'b 



Fig. 41. 



mit den randparallelen Knotenlinien 
(Fig. 41) 

y— p y— ^imdap««^beiIII'a), 

(43) 

beillTb). 



a 2a , 
= ^ undy 



a 



Die ÜbereinanderUtgerung gibt hier eine noch größere Mannig- 
faHigkeit der Formen nnd, wenn die Phasen nicht gleich oder ent- 
gegeugeeetst Sind, auch wieder wandernde Knotenlinien. 

£8 ist leicht m ftbersehen, wie diese und die folgenden Reihen 
weiter zu behandeln sind. Jedesmal wenn h und h einander gleich 
sind, ergibt sich nur einziger Schwiuguugstjp, sonst stets zwei mit 
gleicher Erequenz, die sich ftbereinanderlageni können. 

Tabelle 18. 

Belative SehwingungsKablen aller Tdne der quadratischen Membran 

iu den drei ersten Oktaven. 



LOO 


2,00 


:vOO 


4,00 


I 

5,00 


6,00 


7,00 




2,24 


3,16 


4,12 


5,10 


6.04 


7,07 




2,55 


3,53 


4.31 


5,14 


6,08 


7,21 




2,92 


3,61 


4,47 


5,39 


6,33 


7,28 






3,81 


4,53 


5,52 


6,40 


7,38 








4,74 


5,70 


6,52 


7,52 










5,83 


6,67 


7,62 












6,71 


7,65 












6i97 


7.91 
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Die Frequenzen der fimzeliypen (h>^k) bilden die harmonische 
Parüaltonreihe 

(^*) ^•-Sr'-SH ^1:2:3..., 

alle anderen sind unharmoniBch zum Grondton. In Tabelle 13 sind 
die Frequenzen relativ zum Gmndion rerzeichnet 

59. Ereifll5zmige Mombran und verwandte Fonnen. 
Herleitung xmd ^tegratlon der Differentlalgileiehiing. 
Statt der rechtwinkligen Eartesischen Koordinaten y führen 
wir ebene Polarkoordinaten r, g> mittels der bekannten Bezie- 
hungen ein 

Die Bewegufigsgleichiing (2a) Nr. 56 läßt sich nach bekannten 
mathematischen Trans furmationsformeln umformen und in den 
neuen Koordinaten ausdrücken^) als 

Ohne Hilfe dieser Transformationsformeln kann man die Glei- 
chung wieder direkt aufstellen, indem man die auf ein Fllu lien- 
element der Membran \virkenden Kräfte bestimmt. Das von ^.wei 
konzentrischen Kreisen ; und r -f dr, sowie den bei- 
den Radien qp und ip-{-d<p ausgeschnittene Flächenele- 
ment^^CD bat die Kanten (vgl. Fig. 42) AB'«-dr, 
OB^dr^ AC^rdfp, £0= (r + dr)d(p und bis auf 
verschwindend kleine GroBen höherer Ordnung den 
Inhalt df=rdipdr. Die infolge der Membranspan- 
nung p auf die Kanten in der Membranebene wirkenden Kräfte 
sind 

— pdTy -\-pdr, —prd(py p{r ■\- dr)d(p'^ 

ihre Komponenten in der £;-K.ichtung ergeben sich daraus durch 
Multiplikation mit dem hetreflfenden Richtungskosinus der Mem- 
bran ^^egen die jer-Achse in folgender der Fig. 42 entsprechenden 
Reihenfolge: 

1) Vgl. z. B. H. Weber, Partielle DifferentialgleichuageD, Bd. I 
§ 43 und 44. 
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innere Kante rd^ — prdip^^^^ 

äuliere Kante (r 4- dr)dip pif -i- 

= p (r + d r) d 9 (~ i? (r -1- d r) d y l^'i' d r. 

Der Index 9p, 9) -{~ ^9? usw. bedeutet, daß die betreffende Größe 
fftr diesen Wert der Koordinate zu bilden ist; für das I4uigen- 
element rd^ u(t c(rfp) geschrieben, was xulftssig ist, weil r hier- 
bei konstant bleiben mnfi. Durch Sununiernng erbttlt man wieder 
die gesamte auf das Element eZf rdq>dr wirkende «(-Komponente^ 
d. b. die rttcktreibende Kraft 

(46) ».-P''f& + ^^ + h^ 

mit Vernachlässigung uneudlich kleiner Glieder höherer Ordnung. 
Setzt man andrerseits diese Kraft gleich dem Produkt aus Masse 

q'df und Beschleunigung des Membranelementes, so erbilt 

man sofort die Gleiciiung (45). 

Integriert wird diese Gleichung auch wieder durch Zerspal* 
tung der Variablen in das Produkt 

(47) w; — wWw^-Cry), 

wo w^*^ nur von w^^v) nur von r und 9 abhftngt; ist natür- 
lich wieder die einfach periodische Zeitfunktion 

(sin nt 
bsw. «W— Bin(n^4-*). 

Für die Normalfimktion w^'''P^ ergibt sich die Gleichung 
(50) (» zyklische Schwingungsfrequenz). 
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T>iesp nieirliiinn' läßt sich weiter zrrspaltpn in zwei gewöluliicbe 
lineare DifiereDUaigleichungen durch dea Ansatz 

(61) 

Man erhftlt 

(52) 

(63) ^£^ + r^* + (xV-,0«^->-O. 

WO p eine neue noch unbestimmte Konstante ist. Gleichung (52) 
liefert die Lösung 

oder auch =« sin (j) y 9©) ; 

sie bedeutet eine, wie es ja auch sein muß, periodische Verteilung 
der Schwingungsbewegung iiings jedes Kreises um den Mittelpunkt 
der Membran. Gleichung (5o) läii^t sich schreiben 

und wird durch die Substitation 
(56) xr =- ^ 

umgeformt in die Differentialgleichung der Besselschen undNea- 
mannschen Zylinderfimkiionen p^^ Ordnung 

Partikulariusuugöii sind die Besseischeu und Neumannsciieu 
Zyliuderfunktionen i?**"" Ordnung ^) 

(56) w^'^>-J^(9)-//xr) und w^- JV^(^)- ^^^(Kr), 

auch Besseische Funktionen 1. und 3. Art geoatinl Auch 
irgendwelche linearen Yerbindungen you und kdnnen als 

Partikularintegrale genommen werden. Die Bessefsohen Funk- 
tionen Jp{Q) sind durch Potenzreihen mit steigenden Potenzen 
definiert, die Neumannschen Funktionen ^(^) ebenfalls durch 
— etwas kompliziertere — PotenzreLhen^ die auch negative Po- 

1) !Nach der BezeichnungsweiBe in Jahnke-Emde, Funktionen» 
tafehi usw. (Leipzig 1909) IL P. S. Nr. 6, S. 93. 
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tenzen enthalten^). Für ganzzahUge Werte des Parameters 
(Ordnungszahl) p sind die Beihen') 

(57) j,(if) » (1)" - rr(^i), + iu^iTi — 1» 

(58) JV;(e)-^/,(^)logiiate-|-J,(f)[logiiat2-<7] 

21 ^ ••■^«'-(p-l)!) 

Hierbei ist (7 = 0,57 722 die Eulerscbe (oder Masoheroniscbe) 
KoDBtante, (^•^v)l^l,2,$ ,.,(p-\' v) und 

Bei der Formel (58) ist zu beachten, daE 0!<->l, die Fakultftt 
einer negativen Zahl aber Nnll ist. 

Jp{Q) nnd A^(^) smd oszillierende Funktionen, die um den 
Wert Null herumschwanken und mit wachsendem ^ sich immer 
mehr der Null nahem. Für werden die Neu mann sehen 

Funktionen negatiT unendlich, die Besselsdien Funktionen 
JJq) dagegen bleiben endlieh, nnd zwar wird limiro(9)»l, alle 

aniieren, 'T>,(q) usw. werden für ^ = 0 selbst Null. Der Ver- 

lauf für die ersten Ordnungeu p^O, 1, 2 ist in den Figg. 43 und 
44 dargestellt. Tafeln der Zahlenwerte sind in den Funktionen- 
tafeln von Jabuke-Emde enthalten. 



1) Die Neumauuäche Zjlluderfuuktiou kommt oui bei ganz- 
sahli^m Parameter p in Betracht. Sonst wird sie dnieh die Beesel- 
sehe Funktion <r_p((^) mit negativem Parameter ersetzt. 

2) Jahnke-Emde, Funktionentafeln nsw., S. 1)3. Bei nicht ganz- 
zabligem Parameter p tritt statt der Fakultäten (z. B. (p -f - »')0 die 
Gaufiscbe il-Fonktion ll(^-^v) auf. (Jabnke-Emde, S. 26.) 
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l'ig. 43. BenelMhe Zylindeifnnktioneii der Ordnai^ Noll und Bins. 

Daa aUgemein« Integral Ton (53 b) Ut 
(69) Z/f)-C,J^{9) + (\N/9), 

wobei und willkürliche, durch die Grenzbedingungen des 

Problems zu bestimmende Konstanten sind und Z^(q) allgemein 
die Zylinderfunktion bezeichnet. Für eine kroisringförniige Mem- 
bran muß diese allgemeine Lösung benutzt worden, für eine Voll- 
kreismembran reduziert sich Z^Jo) auf die Besseische Funktion 
J^(()), indem ^2"^^ setzen ist, weil die Verrückung der Mem- 
branteilchen auch im Mittelpunkt p = 0 endlich bleiben mu£. Der 
akustisch wichtigere Fall ist die VoUkroismembran. 

In der allgemeinsten Form ist mit Benutzuntr von Gleichung 
(47), (48), (51), (54) und (56) bzw. (59) die Venückung 

(60) w^Ä Z^{%r) sia{p(p + ip^)em{nt + d), 

wobei ttatt p wieder »r gescbriebea ist Diese LOsung stellt eine 



Digitized by Google 




-/« « 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 L_J 1 1 1 1 1 1 1 1 

0 8 l 6 8 — >-x 10 

Flg. 4i. NenniAiiiiBohe ^lindezfoiiktio]i«n der Ordnung Ifoll tmd Bin«. 

große Menge dislcreter Werte w dar, die sicli dnreh die Werte der 
Parameter |> und % unterscheiden. Diese Parameter kOmien gewisse 
durch die Grenzbedingnngen (Bandbedingungen) des Problems fest- 
gelegte Werte annehmen. Bei einem Yollkreis und einem Bing, bei 
denen nur die kreisförmige Begrenzung, nicht auch noch ein oder 
mehrere Badien fest eingespannt sind, kann p die Werte 0, 1 . 2 . . . 
haben; wird auch noch ein Badius festgehalten, so tritt dafür die 
Beihe 1, f, 2, j . . . ein; bei zwei festgehaltenen Badien, d. h. 
bei einem Kreissektor oder Kreisringsektor ergibt sich eine Beihe, 
deren Zahlwerte von dem Sektorwinkel abhSngen. Durch den Pa- 
rameter p und die "Rndieii a und b der begrenzenden Kreise bzw. 
beim Vollkreis dui f h den Kadius a des begrenzenden Kreises ist jt, 
und damit nach (50j und (45^ die Schwingungsfrequenz n bestimmt. 

Die Konstante qp^ bestimmt die Lage des Radius, von dem 
aus der Winicei q> gezählt wird; wenn nur die einzelnen Partial- 
schwingungen beti'achtet werden und nicht eine durch Überein- 
auderlagerung mehrerer ?on ihnen entstehende Bewegung, so ist 
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der Wert von (p^ ebenso wie derjenige der Phasenkonstante ^ gleich- 

gtü«gundka«.,tw.-|od.-Ogewmtw«de». Nur«, 

p^O mnB <p^ TOn Null Tencliiedeii, sonst aber beliebig angenom- 
men werden. Die Konstanten Ton (60) müssen so bestimmt werden, 
daß die Ghrenzbedingnng — 0 an allen festgehaltenen Rand* 
linien" erfQllt wird. 

60« YoUkreiamembran. Sehwingungafigaren und Vxe- 
qoMo&a der Eigensoliwingnngen. Die Zjlinderfaoktion Z^(%r) 
rednziert sich anf die Besselsdie Fmktion «^p(xr), also wird 

(61) w^'Ä J^{%r) sin (^g? 4" 9^o) ' + '^)- 

1. hO« Die Bewegung ist symmetrisch um den Mittelpunkt 

(62) M» — il/o(xr)sin(«< + '^); 

alle Punkte der Membran sind stets in gleicher I'liase, da sin ^Pq 
auf der ^^anzen Membran koustant ist; es ist luer mit der Ampli- 
tudenkonstante A zusammen s:pfaBt worden. Dio (irenzbedingung 
erfordert, daß für r = a iv — 0 sein soll. Also maß 

(63) Jo(»») = Ö 

sein. Die Wurzeln der transsendenten Gleiebtmg Jq(^) ^0 sind^) 

(64) ^/)- 2,4048; po^*>- Ö,ö2ül ; ^i»)- 8,6637; 

^W«. 11,7915 uaw. 

Die Diflferonz dieser Zahlen nähert sich mit wachsender Ordnungs- 
zahl der Wurzeln dem Werte n. 

Die zulässigen Werte von x sind hier also 

und die Frequenzen der Schwingungen in der Zeiteinheit (1 Se- 
kunde) Jr-= werden nach Gleichung (50) 

fai^\ i^rm 2,4048 c --,„v 5,6201c j^^. .g. 8,6537 c 
(66) iV.C)=-j--; Jf.O— MW. 

Jedem der Werte « und der zugehörigen Frequenz N entspricht 
ein bestimmtes System Ton konzentrischen Kreisen als Knoten- 



1) Tgl. Jahnke-Emde, Funktioneniafefai S. 122. 
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linien, die mit der kreis- 
förmigen Begrenzuiig.sliiue 
der Membran konzentrisch 
sind. Die erste Wurzel er- 

Vig. i6. KwWümlge Knotenlinien der Awi nie- ß^^* (innow) Knoten- 

dmtas SohwiDgnngen einer KreinnemluMi olme ]ilii6| die ZW6ite gibt eine, 

KaotendarohmflMer. di^ dritte zwöi Knotenlinien 

auBer der Randlinie asw. Die Figg. 45 zeigen den Schwingungs- 
typ. Geht man TOm Mittelpunkt nach außen, so wird jedesmal, 
wenn das Produkt xr gleich einem der Werte ^ von (64) wird, 
die Veirllcknng dauernd » 0, d. h. man erhalt eine Knotenlinie. 
Deren Radius ist gegeben durch 



(67) 



"0 vo 



a, 



wo un<I (j zwei beliebige (ganze) Ordnungszahlen sind und zwar 
ö^^^ Es geln'iren immer diejenigen Knotenliiiien zu einem Sy- 
stem, die mau aus (t>7) erhiilL, indem man künstant setzt und 6 
nacheinander die Werte 1, 2 ... ä anuehnien läßt. Jedes dieser 
Systeme enthält s — 1 (innere) Knoteulinien und dazu noch die 
feste Bandlinie als änfiere Knotenlinie. Die Werte der Knoten- 
radien und zugehörenden Frequenzen^) sind folgende 

Tabelle 14. Zahl der innereu Enotenkreise =s— 1. 













♦•oi' = 0 436 a 


0,637 a 
rä- 0.278 a 


»-0?= 0,735 a 
rg^" 0,468 a 

ri?= 0,204« ; 


N 


0.878^ 

2^98 


a!?^-W76^ 
3,600 


1 

iVl,*>-L874^ 
4,900 



1} Diese Tabellen 14 bi« 17 eulhalteu die Werte der Kadieii lür 
die Knotenkreiee in Bruchteilen des Membianradius a. Ferner in der 
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2. J»Hil. 

(68) w^AJ^ (xr) Bin tp sin (« t-\-&) ((Pq ^ 0 angenommen). 

Die Schwingung hat als Knotenlinien einen Durchmesser (y-=0 
und (p^Tt) und anfierdem 0, 1, 2 oder mehr Kreise je nach dem 
Wert von «. Die Wnrzeln der Gleichung 

(69) J,(xr) = /,(^) = 0 

(70) e/*^=0; ^,(^)=3,8317; 7,0156; 



9i 



(8) 



= 10,1735; 13,3237; 



geben durch Division mit a die Werte % wie in Gleichung (65) 
und weiter die Frequenzen 

^^(W B,8»17c 7,0166c ^gx 10,1763 

(71) -ij ; ; iV^.<'>=-™ ; usw. 

Die 0** Wurzel 0 kommt hier und in den folgenden Fällen 

nicht in Betracht. Sie würde einer nnendlicli laugsamen Schwin- 
gung entsprechen. Die Radien der Knotenkreiiie siiul entsprechend 
der Gleichung (67) zu berechnen, indem darin der Iudex 1 an 
Steile des Index 0 gesetzt wird. 

Tabelle 16. Zahl der inneren Knotenkreise »«—1. 



i s-l«0 




«-1 = 2 


«— 1 =3 


4V- » 


« 

rll^ = 0,546 a 


rff= 0,690« 


MO ** " ! 

rff=» 0,763« 
Ks^- 0,527« 
rä^= 0,288« 


N 


2.919 


1,618^ 
4,230 


Af^- 2,120^ 
5.540 



vorletzteu Zt'ile die a^'kundliclit'ii S('li\vin<xtin<^s7.alilen Ny wobei c die 
durch Spannung p uiul Fliichendichte (/ der Membran bestimmte Größe 

e — ^ ^ ist (vgl. Nr. 66). In der letzten Zeile sind die relativen 

Schwingungszahlen, biegen auf die ahsolnt tiefste Schwingung der 

Membran nJ"^"^ (Schwingung ohne Knotendurchmesser und innere 
Knotenkreise) angegeben. 
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8. pmm2. 

(72) w « ^ «7| (x r j sin 2 9» ain (« f + ^) (v'o ^ angenommen) ; 
Knotenlinien sind die zwei aufmnander senkreohten Durchmesse 

9 = 0 und ff, und 

sowie außerdem 0, 1, 2 oder mehr Kreise, je nach dem Wert 
von ». Die Wurzeln der Gleichung 

(73) J,Ur)-^J,{Q)^0 

(74) ft^°^-0; ^ii)-5,i:^5: o/»'- 8,417; 11,620; 

^t^*^- 14,796; ... 

ergeben durch Division mit a die » und weiter die sekundlichen 
Frequenzen 

Die Badien der Knotenkreise sind 

Tabelle 16. 
Zahl der iuuereu Kuoteukreise =5 — 1. 



«-1»0 


Ä~ 1 -= 1 


5-1 = 2 


s-l = 3 


r^*>-. a 
r^— a 


0,610« 


-(«)_ 

rfQ— a 
rg^« 0,724« 
rlSf- 0,442« 


4f-= 0,785« 
riJ^- 0.666« 

♦"ä^- 0,347 « 




3.500 


4,830 


iVi*^- 2,370^ 
6*150 

i 



4. j^ = 3. 

(76j = JJ3(j{r)sia 3y sin(n^-f-'d') (qp^= 0 angenommeu). 

Knotenlinien sind drei Durchmesser, die sich unter je 60^ schneiden 
und 0, 1, 2 oder mehr Knotenkreise. Die Wurzeln von 
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(77) J,{.r) = J,{g) = 0 

(78) ^^^^^0-, ^a<'>- 6,379; ^3^*^-9,760; ^.W- 13,017; 

(»3^-16,224; ... 

ergeben die sekundlichen Frequenzen 

6,379c (2i„ ^'"^ßOf 

2na ' '''' 

Die Badien der Knoienkreise sind 



(79) iV3(^)=";^:; ; Xf ^'H^'-l __ ;USW. 



13,017c 
2ara ' 



Tabelle 17. 
Zahl der inneren Knotcukreise = « — 1. 













rlfi^- 0-654 a 


»"S^^ 0,749 a 
rgr^ - 0.400 o 


TjQ« a 

»-31 = 0.804 « 
riS- 0.6015« 

0,394 " 




4,060 


JVi'^= 2,070^ 
5.415 


2,580 l 
6,750 



In dieser Weise kann beliebig fortgefahren werden. Die Fre- 
quenz steigt mit wachsender Anzahl der Knutcndurchmcsser j/, und 
gleichzeitig werden die Badien der Knotenkreise gleicher Ordnung 
mit wachsendem p größer. Das ist physikalisch einleuchtend; denn 
die einielnen Felder, in die die Ifembran sieh dab^ teilt, werden 
um den Mittelpankt hemm mit wachsender Zahl p der Knoten- 
dttroihmesser immer spitzere Sektoren und leisten gegen gleich- 
zeitige Yerhiegnng in tangentialer und radialer Biehtung ver- 
hSltnismäßig größeren Widerstand, je schmaler sie sind. Dadurch 
wird der innerste Enotenkreis und mit ihm die übrigen nach außen 
gedr&ngt Durch Übereinanderlagemng yerscbiedener Scbwingungs- 
tjrpen, deren Frequenzen hier alle versebieden sind, kann man be- 
liebig komplizierte neue Schwingungsfiguren bilden. Eine Anzahl 
SklihB«: Akustik II. 13 
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einfacher Schwingungsfiguren, und zwar die den tiefsten Tönen 
entsprechf^nden, zeigt die Fig. 46. Die darunter stehenden Zahlen 
sind die relativen Schwingungszahlen, bezogen auf den absolut 
tiefsten Ton der Membran (Schwingaug ohne inneren Knotenkreis 
und KnoteMdurchniesser). Die eingeklammerten Zahlen sind die 
Badien der Kaotenkreise. 

Fig. ^6. 




3^ Sfii 4^ 4,Ji 

(0,610) (0,27S;0fi3a) (Oßti) 



Die relativen Schwingungszahlen für alle überhaupt möglichen 
T0ne innerhalb der drei ersten Oktaven sind in der Tabelle 18 
mitgeteilt. (Entnommen aus An erb ach: Akustik, im Handbuch 
der Physik.) 

Tabelle 18. Relative Schwingungssablen 
aller Töne der Kreismembzwa in den drei eisten Ok&ven. 



100 


2,14 


3,16 


4-06 


5.13 


6,10 


7,07 


1.59 


2.30 


3,50 


4,15 


5.14 


6,15 


7.08 




2-65 


3,60 


4,23 


5,42 


6.18 


7,21 




2.92 


3.66 


4,60 


5,54 


6,21 


7,33 








4,64 


5,61 


6,53 


7,47 








4,83 


5,66 


6,59 


7,52 








4.91 


598 


6.69 


7,56 












6,75 


7,63 












6.85 


7,72 


i 

1 












7.90 



Außer der Vollkreismeinbran lassen sich mittels der Lösung 
(60) noch andere verwandte Fornion von Membranen behanflfln. 
insbesondere din ^^ombran in Gestalt eines Kreissektors und eines 
Kreisriuges. Ans liauinmangel muß hier auf die Wiedergabe der 
Resultate verzichtet werden. 
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7. Kapitel. 

EigeiLsoliwingttngeu von Platten. 

6L Differentialgleichung und Grenzbedingangen. Kine- 
tische und potentielle Energie. Die Bewegungsgleicbung der 
Plattenschwingungen vollständig abzuleiten, verbietet der begrenzte 
Ranm des vorliegenden Buches. Die Tlerleitiing läßt sich nur an- 
deuten. Sie ist im Prinzip die glnir-he wie bei der Meml^ran, nur 
kommen hier außer der infolge der Längsj^paunung wirkenden 
rücktreihenden Kraft auch noch deren Drelimument und weiter 
auch die bchubspanmingen (Querkräfte) und d^^ren Drehmurneute 
hinzu, wodurch die Gleichung viel komplizierler wird. Man kann 
wieder entweder die Kräfte und Drehmomente einzeln mittels der 
Deformation ausdrücken, sie in die Lagrangeschen bzw. New- 
ton sehen Bewegungsgleichuugen einsetzen, und dann wie bei den 
Querschwingungeu der Stiibe durch passende Elimination beide 
Gleichungen zu einer einzigen füi* die Verrückung iv zusammen- 
fassen, die hier normal zur Plattenoberfläche stattfindet; oder man 
kann die Idnetigelie und die potentielle Sneigie als Funktionen 
der Deformation ausdrCLcken und wieder nacli irgendeinem all- 
gemeinen meehaniscben Prinzip (z. 6. Prinzip der virtuellen Ge- 
Bchwindigkeiten n. dgl.) die Bewegungsgleichung aufstellen. Dies 
ist der meist (vgl. z. B. Lord Bayleigh) begangene Weg. 

Es sei U die kinetische, V die potentielle Energie bei irge^id- 

einer Verrttcknng w der Plattenteilohen, die mit der Geschwindig- 

d w 

keit ^- erfolgt. Ks möge ferner aulier den durch die Verrückung 

geweckten elastischen Kräften auf jedes Massenteilchen dm eine 
äußere oder eingeprägte Kr^\H: Zdm in der Richtung der Platten- 
normale wirken, die wir /m ir-l(ichtung nehmen. Bei einer Ände- 
rung der Verrückung; ?r um rf?/' leistet diese Kraft eine «'«wisse 
Arbeit ^^1^. Diese Arl-sil nmß nach dem Energiepriuzip gleich 
der Zunahme der gesamten Energie der schwingenden Platte 
dV-\- äU sein, also 

(1) 6V-^ÖU-ÖÄ,^0. 

Es sei Q die Dichte, 2D die Dicke der Platte, df ein Fl&chenele- 
ment der Plattenoberfläche, E der Youngsche Elastizitätsmodul^ 
fi die Poissousche Elastizitätszahl. Es ist (die Integration über 
die ganze Plattenflttche erstreckt) 

12* 
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(2) iA^^JJ 2dwZD^df. 
Die kinetische Energie ist 

Die potentielle Efiergie, in kartftf?ischen KoonliDaten .r, y aus- 
gedrückt, ist, weim die Platte uur uutcr doui Eiütiuß ihrer eigeuen 
Elastizität steht und nicht noch eine zusätzliche Zug- oder Druck- 
spannung vorhanden ist, 

(±\ V e r l/'^'"^W/'^'"^W9 ^'"'^'«^ 

oder, mit Benutzung der Bezeichnung*) g^i + gi^«'^^^'t 
Wenn f» über die ganze Platte konstant sind, wird daher 

+ (1 - A (CO, e «. e i;;^ - 1;;«;) + («0.«« -«n««) ^] 

(//[p Air + (1 - ft) ^eo8»e + sin»0 

+.s.uöeosö/;y]). 

Hier ist ein Linienelement der ßegrenzungskurve der Mittel- 
flAehe der (ebenen) Platte, v die nacb aufien gerichtete Normale 

1) Lord Bayleigh und die meisten anderen englischen Autoren 

schreiben V*io statt A?r \mt\ V^w statt 2iAw. Die Rechenoperation 

A ist der von Lam^ eingeführte sog-enannte „zweite DifferentinU 
parameter*' von w\ ihre zweimalige Anwendung gibt den vierten 
Diiferentialparameter 
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dieser Begrenznngskurye, 6 der Wickel swischen v und der a^* 

Richtung. 

Die Werte (^Ä^^ ^5 T', dV in fl) eingesetzt, führen, da Sir im 
Innern der Flärhe i,villkürlich gewählt worden 1:ann, mit der ein- 
zigen EinschrilnkuiiL:. daß es eine stetige Funktion von .r und y 
sein muß, zu der DiÜereutialgleickung und den GreiL2(Eaüd-)be- 
dingungen: 

d*w . ED* 



(7) 



dv _ 



d'jv 



,,,Ai«-+(i-^)(oo«'e|^",+«ii.»ö 

^^'^Bxdu ™ ^ etwaigen Ecken 

Je nach der Befeetigungsart der Platte sind die zn erfüllenden 
Grenzbedingungen yerscbieden. 

62. Die drei mögliohen Arten der Bandbedingungen. 

1. Bei eingespanntem Aand ist 6w xuad gleLoh NnU, die 

Bedingungen (8) sind identisch erfüllt. 

2. Bei freiem Band sind diese beiden GrOflen willlEfirlich, also 
mflssen die eckigen Klammem versdiwindeni was zwei zionliok 
komplizierte Nebenbedingimgen bedeutei 

3. Bei angestemmtem (drehbar gelagerten) Band ist df9-*0, 

wiiiküiiich, also muij die eckige Klammer der zweiten von 

den beiden Gleichungen (8) verschwinden. 

Diese drei Fälle können bei einer und derselben Platte gleich- 
zeitig an verschiedeneu Teilen des Randes verwirklicht sein. 

Der wichtigste, aber am schwierigsten zu lösende Fall ist der 

1) ü. Lamb, Pruceediugs of the London Mathematic»! Soeietj 
21, S. 70, 1891. 
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Fmll 2 des übcnül freien Randes. Er ist yon Q. Eircblioff ^) fOr 

die kreisförmige, in neuester Zeit nach einem neuen Nähenmgs- 
Terfahren yon W. Bits') fftr die quadratische bzw. rechteekige 
Platte gelöst worden und zwar fttr die Eigenschwingutfgea der 
Platte, deren Gleichung 

aus (7) hervoigtlit, wenn man die einpr<?prR^te Kraft Z — O setzt. 

63. Allgemeiner Ansatz der Integration. Die Lösung der 
Gleichung läßt sich m den Fällen, wo sie bisher gelungen ist, 
als Produkt meiirerer Faktoren darsteileu, von denen jedtr nur 
von einer der unabhängigen Variablen (Zeit und Koordinaten der 
Plattenpunkte) abhängt. Die Zeitfunktion ist bei Annabme einer 
einlM>h pendeiförmigen Partialscbwingung wieder sin nt oder 
cosii^ bsw. allgemeiner sin (n t 9). Nach Abspaltung dieses 
Faktors bleibt för den Best von der nur noch von den zwei 
Baumkoordinaten abhängt, die Gleichung 

Je nach den speziell benutzten Koordinaten nehmen die Glei- 
chungen (9), (10) und die Qrenzbedingungen (8) versohiedene 
Formen an. In rechtwinkligen kartesischen Koordinaten lauten 
die Gleichungen (9), (10) und (8) 

(9a) ,1 H- I H- 2 , , , , + a 4 ) = 0 



1) G. Kirch hoff, Gea. Abhaudl. S 270. — Poggeud. Ann. d. Phys. 

8) W. Ritz, Annalen der Physik ^4) 28, S. 737, 1909. 

8) 6. Kirchhoff , lec. dt. Die Bezeichnung der KouBtanten ist dort 



1 
1 


1 Zahl 
1 kreise 


Zahl 

■■! l\j.Otf>U- 

durchmesMi 


PUMen- 
radia« 


1 

dlAka 


DieM* 


Kirchhoff . . . 




m bezw. n 


l 


U 




Eal&hne .... 


h 


P 


R 


8J> 


9 



Digitized by Cuv ^v. it. 



i 



68. Allgemeiiier IntegtAtionaftiieaU 



173 



(Ba) 



^ •» 



* Lss [jx' + a»') * + ap (äF« + a?) * 
+(i-,)^,(co,.»«n*(g^-a 

+ («.«9-«n'<»)g-)]-0 

( * + *) L** la«' + ay') + - »*) * a* 

+ 8in»ö^;;: + 2sineco8ö/>)]-0 

da; ^y ^ ^ IScken der Begrenzungslinie. 
Die Kreisfirequens der Schwingung Ut 

(11) n-«Y-ß'I>V'^(f^~^y 



wobei zu jeder Partialscliwingung ein besonderer Wert von ß gehört. 

Die Gleichung (lO) wird allcHjupin befriedigt von allen Funk- 
tionen ^ und Ol, welche den einfacheren Gleichungen genügen 

(10b) A'^-*»/?^» Aß» — — /J*©. 

Von der Richtigkeit dieser Behauptung überzeugt man sich leicht 
dnreh Einsetsen dieser Werte *in die Gleiehong (10). Oleichimg en 
der Form (10b) sind bei den Membranen bereits aufgetreten. Es 
handelt sich nur dansmt solche Lösungen dieser Gleichungen zu 
finden, die auch den Bandbedingungen genügen. Für Platten mit 
▼ollkommen freiem Bande ist diese Aufgabe nur för den Fall 
der kreisförmigen Begrenzung von Kirchhoff') streng gelöst, für 

u. Ghem. 81, 1860. S. 268. — Crellea Journal 40, 1850, S. 61. 

eine andere als hier Zur Yergleichung diene folgende ZusammeustelluDg : 
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quadratische bzw. rechteckige Begrenzung sind solche Funktionen 
nicht in expliziter endlicher Form durch die bekannten und ge- 
bräuchlichen Funkiioiien daistelibar. Näherungs weise lassen sie 
sich al)er durch Kreisfunktionen und Hyperbelfunktionen und Pro- 
dukte aus diesen darstellen, wie Kitz gezeigt hat. 

64. Kreisförmige Platte mit freiem Rande. Eigen- 
BChwingungen. Für die kreisförmige Platte (Dicke 2 T), Ra- 
dius Ii) benutzt man ebene Polarkoordinaten r, In diesen aus- 
gedruckt ist 

(12) + 

Derselbe Ausdruck gilt ancli für die nach Abspaltung des Zeit- 
faktors übrigbleibende Normal- oder Eigenfunktion w* o ]» !- }r^''*f>\ 
Da 10^''^'^ in bezug auf den Winkel qp offenbar periodisch sein 
I I riß iiiit der Periode 27r, weil sich nach einem ganzen Kreisum- 
laut alles genau wiederholen muß, so kann man weiter zerspalten, 

(13) ft^C-*) — «?^')»^^) und Mtyi = sm(p9 + 9^) 
setzen. Dann wird 

(U) A.<^^)=u*)p.'^^'+ii^-^4«<"]. 

und die von tx^^^"^ zu erfOUenden Gleiofaungen (10 b) gehen naeh 
Weglassung des Faktors tr(^) auf beiden Seiten über in die beiden 
Gleichungen 

(i^a) -^-r + - ^ w^'^ - ß'w^'-^ =- 0, 

und 

(15b) -ö-,- H o ^w'^^ -\- ß-w^''^^0. 

Die zweite von ihnen, mit dem Gliede + /T^k^^^ ist dieselbe wie 
die 61. (53 a) in Nr. 59, die die Schwingungen einer kreisfSxmigen 
Membran bestimmt und deren Losungen die 6 es sei sehe und Neu« 

mannsche Zjlinderfunktion JJßr) und Np(ßr) sind. Die erste 
Gleichung (16 a) wird durch dieselben Funktionen, aber mit imar 
ginärem Argument ißt\ also Jp{ißr) und N^^ißr) gelöst; denn 
wenn man iß anstelle von ß setzt, ändert sich an den Gleichungen 

(15) nur das Vorzeichen des letzten Gliedes der linken Seite. 
Das allgemeine Integral w^*"^ ist also 

(16) ^^^^J[J^(ßr)-\-XJ^iißr)^k'N^{ßr)+rN^{ißr)l , 
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Für eine Voilkreisplatte kommt die Neumannsche Zylicder- 
funktion, die für r = 0 unemllu li wird, als partikuläres integral 
nicht in Botrarbt, d h. X' und X" in (16) sind gleich Null zu 
setzen, ( llei einer Kreisringplatte müßte sie mit berücksichtigt 
werdeu, was die Diskussion erschwert). Das allgemeine Integral w 
der Gl. (9) Nr. 62 wird daher unter Berücksichtigung der ab- 
gespaltenen Faktoren 

(17) W^Ä Bin (ni + sin (pq> + q,^) lJ,(ßr) + U^iißr)]. 

Durch geeignete Bestimmung der Werte X und ß lassen sich 
mit dieser Funktion tv auch die beiden Grenzbedingungen erfüllen, 
woraus folgt, daß GL (17) wirklich die gesuchte allgemeine Lösung 
ist Die (ganze) ZaU p ist die Anzahl der EnotendDrehmesBer, 
deren Lage durch die Gleichung sin (j?^ g}^) =-= 0 bestimmt wird. 
Die Gleichang der (konzentrischen) Enotenkreise ist J^ißr) 
-{-XJp(ißr)'^0; ihre Wurzeln r sind die Badien der Kreise. 

Zur XSrfBllung der Grenz-(Band-)bedingungen müssen die Kon- 
stanten X und ß — letstere durch Ol. (11) in Nr, 68 mit der 
Sehwingnngsaalil fi zusammenhiingead — gewisse durch die Di- 
mensionen der Platte bestimmte Werte annehmen. 

Die Grenzbedingungen fSr freien Rand der VoUkreisplatte er- 
hält man ans Gl, (8) bezw. (8a) durch Einfahrung der Zylinder* 
koordinaten r, g> statt p nnd NuUsetzen der beiden eckigen 
Klammem. Es ist 

^ «a—rcos 9, dx — OOS fpdr^r Bin (pd(p, 

^=»rsmy, dy ^ sing) dr r cos q>d<p* 
Also umgekehrt 

. i =V j^^-i-^S dr cos (pdx-t sin (päyy 

/x y\ t Bin g> , , cos qp , 
9-arc(tg=^j, d(p= f^dx^ ^ dy. 

Da andererseits nach den allgemeinen Kegeln der Differentiation 

dt = ^!.'^ dx-{-t,^ dy. dw'^^^dX'\'\^ dy 
ist, so ergibt sieb 

/c^r^\ dr . dtp rimp 
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Mit Hilfe dieser Formeln sind die Differentialausdriicke der 
GL (8) leicht ummfoiineii und man erhält als Bandbedingimgen 

Hier ist nach Ausführung der Differentiationen r = Ii zu setzen. 
Durch Einsetzen der durch Integration erhaltenen Funktion tv aus 
Gl. (17) und Abspaltung der überflüssigen Faktoren ergibt sich 
daraus 

IdA d^-^TST"*'^ V — rä" V ji=r^' 

wobei 

(23) *^^'"^ = e7^(/?r) + A/^(^/^r) 

ist. Führt man nun fär w^''^ seinen Wert (23) wirklich ein, so erhält 
man nach einigen Umformungen mit Benutzung der für Jp{ßf) 

und Jp{ißy) gültigen Differentialformeln (15:1') und (l5b) die 
beiden Gleichungen zur Berechnung von k und ß 



(22) 



(24) 



, ß'R'JA ßB) -f (1 - y)p\ßRJ/{ßR) - Jp(pS)] 

* '--^iß''S%\ißS)^{t--(i)p'lißBJp{ißB)—Jp{i^ 



ßB^r 



^ ißBJ/{ilßB)^p*Jpiißm} + ß*B*Jp{ißm * 

Hier bedeutet /' die Ableitung der Funktion J nach ihrem 
Argument, also ßr bezw. ißr; die erst nach erfolgter Differentia- 
tion vürzunebniende Ersetzung des variablen r durch das kon- 
stante R ist in den obigen Gleichungen der einfacheren Schreibart 
wegen schon ausgeführt Der Nenner der beiden Brüche rechts geht 
aus dem betreffenden Zähler hervor, indem man ß durdh iß ersetzt. 

Dureh Elimination yon X ergibt sich eine Gleichung zur Bestim- 
mung der zulfissigen Werte yon die eine unendliche Beihe dis- 
kreter Werte bilden. Biese komplizierte transzendente Gleichung 
— einfach zu erhalten durch Gleichsetzen der beiden Ausdrücke ftlr 
X in Gl. (24) — ist von Kirchhoff^) aufgelöst worden in der Form 

1) G. Kirchhoff, Ges. Abiiandl. S. 274. Leipaig (J. A. Barth) 
1882. Grelles Jouiuai 40, S. 1860. 
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(25) tg(^7^-,^)=?MlM!_4äLL: 

wobei 



(26) 



D ^ [(1 - 4p^){9 - 4j)>) (13 - 4p^)] 



+ 8(9 + 136i?* + 80y). 

Bei kleinem ßR, d. h. für die Wurzeln niederer Ordnung muß 
man in den Beihen der rechten Seite von (25) mehrere Glieder 
benutzen; bei großem ßR^ d. h. für die höheren Wurzeln, wenn 
nicht zugleich p groß ist, gilt näherungsweise 

(27) tg(j3i2-j>|)=0, also jSiJ = |(|?4-2Ä), ^Ä— ganze Zahl). 

Für p==0, d. b. für eine um den Plattenraittelpunkt sym- 
metrische Schwingung wird die zu iüsende Gleichung am einfachsten. 
Für diesen Fall wird (25) und (26), wenn man noch ^ = ^ an- 
nimmt , 

A^i; S — ^; 0-60; Z)-20 

(28) ^^ßj,_-4j^ + ^el'M'-m'ä' + -'\ 

Die rechts stehende Funktion in (28) hat f&r alle Werte ßB, 
die gröBer sind als 1, einen sehr kleinen Wert, der sich mit wach- 
sendem ßRimmQT mehr derNnll nähert.^) Daher ist schon die zweite 
Wurzel der Gl. (28) von x nur wenig verschieden, die höheren 
Wurzeln sind fast genau ganzzahlige Vielfache von «r. Ähnliches 
gilt für die anderen Falle ^ wo jp»» 1, 2 . . . ist, wo also 1, 2 . . . 
Knotendurchmesser vorhanden sind. 



1) Filr ßR— ^, bezw. 1, bezw. 2 sind diese Werte — 86» be^w. 
4-^^ bezw. — die folgenden Werte bleiben negativ und nähern 
•ion muner mehr der Null. 
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Die Zahl h ist die Anzahl der Knotenkreise. Für dir» hf^horen 
Partialschwinrrnngeu — mit ziemlicher (Jenauigkeit (etwa 9") 
schon von der zweiten (h — 2) an — gilt daher das einfache durch 
Gl. (27) dargestellt*^ Gesetz der Bchwingimgszahlen, welches 
Chladiii experiirif iitell gefimder hat. Mit Rücksicht auf die iie- 
ziehung /.wibchen ß und der zyklischen Schwinguiigst'requenz )i in 
Gl. (11) und (9) Nr. 62 und 63 gilt nämlich für die höheren 
Partialtöne 

« _ ip-^^^hrn-lJ ,/ E /Ä-(t),2,3...\ 
%k KsVCl-ft«)' Vjt) = 0, 1,2... A 

Ganz allgemem (auch fOr die tieferen Pai tialtöne) ist 



Das bedeutet: die Frequenzen der (höheren) Partialtöne stehen 
angenähert im Verhältnis der Quadrate der aufeinanderfolgenden 
geraden oder ungeraden ganzen Zaiilen, je nachdem die Anzahl j> 
der Knotenduruhmesser gerade oder ungerade ist; also für 

I» = 0, ... ist (wj : »?, : «3 . . . = (2^) : 4* : 6* . . . 
i? = 2 (wj : : W3 . . . = (4^) : 6* : 8* . . . 

(i»j):«,:«5...«»(3^):5*:7*,.. 

p^S («J:;,^:/ij... = (5«):7»:9«.., 



Ans (29) folgt weiter, daß die Frequenz der Plattendicke 2D 
proportional, dem Quadrat des Plattendurchmessers 2i2 umgekehrt 

proportional ist. 

Die tiefsten Töne hei gegebener Anzahl p von Knotendnrch- 
messeru erhält mau aus den kleinsten Wurzeln der Gleichung (2ö)| 
die besonders berechnet werden müssen. 

Kirchhoff gibt hierfür folgende relativen Werte der Sehwin- 
gungszahlen, bezogen auf die Schwingungszahl der Grundschwin- 
gung (^ =• 2, Ä = 0) d. h. der Schwingung mit zwei Knotendurch- 
messern aber ohne Knotenkreise als Einheit 
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Tabelle 19. 



I ' 

Zahl der 

j Kimten- 


Zahl der Knotendurchmessei 


PoisBon- 

r,l:istl.'i-' 


' kxeise 




p — x 


•1 — 9 

p — Z 


p — ö 






tatBzabl 


0 






14)000 


2,3124 


4,0485 


6.1982 




1 




3.7032 


8,4033 


9,6445 


13,3937 


17.6304 




i 2 


6.9S59 


10.8383 


15,3052 


20,3249 








3 


15.9031 














0 






1,0000 


2,3274 








1 


1,7284 


3,9072 


6,7111 


10,0762 






1 


2 1 


7,3344 


U.4003 


- 


1 - 







65. Bechteckige Platte mit freiem Bande. Zuzückfüli- 
rang auf ein Minimalproblem. Bei der rechteckigen und der 
quadratischen Platte mit freiem Rand gelingt es nicht, die Nor- 
malfunktionen fr streng durch eine der bekannten Funktionen in 
geselilossener Form aus'/ndrückp?i Mau kann sie aber oach Ritz ^) 
mit beliebiger Annäberung darcli eine konvergente Keibenentwick- 
lung darstellen, die aus IVilynoTnen, und zwar einfachen Produkten 
geeigneter Gnmdtunktionen g- liildet wird. Passende (irundfunk- 
tionen sind die i>[urmal Funktionen der Schwingungen gerader Stäbe 
mit freien Enden, die in Nr. 52 behandelt und mit v^(x) bezeich- 
net worden sind. 

Da diese Lösung keine strenge, sondern eine Näberung ist, die 
mit wachsender Zahl der Glieder der Reihe immer besser wii'd, so 
ist klar, daß die Differentialgleichung der Bewegung und die Grenz- 
bodingungcn nur annähernd erfüllt werden, wenn man die Reihe 
irgendwo abhrioht imd nur einige Glieder yon ihr benutzt. Es ist 
also Aufgabe der Rechnung, die Fuuktioueii Vj^{x) so auszuwählen 
und eine NftberungslÖsung tr^^^ aus ihnen so 2U bilden, daß der ver* 
bleibende Fehler möglichst gering wird. Statt aber die Feblerreste, 



1) W. Ritz, Annalen der Physik (4) 28. (1009) S. 737. Dasselbe 

Verfahren ist im Anschloß an Ritz von E. Rein stein (Ann. d. Pbys. 
(4) 35. (1911) S. 109) auf elliptische Membranen angewandt worden. 
Übrigeua ist die Orandlage desselben — das Miuimumproblem — 
schon von Lord Bayleigh o. a. in fthnlichen, aber einfachexen F&Uen 
benutzt worden. 



Digitized by Google 



180 Kap. Eigenschwingungen von Platten 



weldie beim EiiiMtMn der (aligebzochenen) Reihe m die Differen- 
tialgleichnngen der Bewegimg übrig bleiben, mdglichst klein sn 
machen, kann man auch anders verfahren. Zweckm&Biger ist es 
n&mlich, nicht diese Abweichung zu einem Minimum zu machen, 
sondern die Ahweichung, welche der mittels tv^^^ berechnete Wert 
der potentiellen Energie V^^^ gegen den richtigen Wert V besitzt. 

Nun ist bei der wirklicn stattfindenden Bewegung, die durch 
den genauen Wert w dargestellt wird, die potentielle Energie 
kleiner als bei allen andern Bewegungen w\ die ebenfalls mit den 
Bedipirungen des Problems vereinbar sein würden l>iese Eigen- 
schaft, welche die wirklich stattfindende Bewegung vor den übri- 
gen möglichen (virtuellen) Bewegungen auszeichnet, dient ja übri- 
gens nach den Prinzipien der Mecbanik gerade dazu, die wahre 
Bewegung aus der Schar der virtiiellen herauszufinden. Die Mini- 
mumforderung für V ist nichts anderes als die besondere Form, 
auf welche sich das Ramiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung 
in diesem speziellen Fall reduziert. 

Ist aber der genaue Wert von T' ein Miniraum, so muB auch 
der mit /r^,^ berechnete Wert F/,^ ein Minimum sein, damit die Ab- 
weichung zwischen beiden selbst ein Minimum wird. Damit ist 
die Aufgabe auf ein Minimumproblem snrftekgefflhrt, das sieh nach 
den Kegeln der YariaMonsrechnong lösen läBl 

Es handelt sich dabei um ein Minimumproblem mit Neben-^ 
bedingungen. Sämtliche überhaupt zulässige Normalfunktlonen to 
müssen nämlich, wie aus der Theorie der Differentialgleichungen 
hervorgeht, die „Qrthogonalitätsbedingnngen" erfüllen. D. h., wenn 
die wirklich stattfindenden Bewegungen mit w^, . . . be- 
zeichnet werden, so gelten die Orthogonalitätsgleichungen der 
Normalfimktionen 



(80) 



Jj konst; J^tv^dx dy = konst, . . . 

J*J '^0 "i dxdy = 0\ Jj iVq iv^ dxdy = 0^ . . * 
oder allgemein ausgedrückt 

(30 a) fj ir^dx dy = konst; / A '« dy — 0 (m ^ n). 

Die lutegratinnon sind über die FUlclio der Platte — genauer 
über ihre Mitteltiäche, d. h. die in der Mitte zwisclien den beiden 
Obertiächen zu konstruierende Fliiclie — zu erstrecken. Die Funk- 
tionen Wq, iv^ . . . entsprechen uen Partialschwingungen. 
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Aus der Differeutialgleichung(lOaj nebst den Randbediiiguiigeu 
(8a) läßt sich durch rein mathematische ümfoimuuf; die genannte 
Minimumforderung für V mit denNel>enbedingungeu i^30) ableiteo, 
und nmgekelirt kann man ans dieser Minimumfordenmg und den 
Bedingungen (30) jene Differentialgleichung mit Grenzbedingungen 
dnrcli Variation herleiten. Der Mangel an Baum yerbietot Üer 
die Ausführung, das Verfiihren soll nur skizziert werden. 

Gefordert wird, dafi die potentielle Energie F, welche in Gl. (4) 
Nr. 61 als Funktion Ton x nnd p angegeben ist, ein Minimum 

wird, während gleichzeitig J j u'^dxdy = fi< ist, wo A eine ge- 
gebene Konstante bezeichnet. Nach den Regeln der Variations- 
rechnung wird dies Integral, mit einer zunächst unbekannten Kon- 
stante — k multipliziert, zu V hinzugefügt und die so erhaltene 
Funktion V — AA variiert, indem w durch w-^öw ersetzt wird, 
wobei dw eine stetige und differentiierbare, sonst aber willkür- 
liche Funktion von :r und v/ darstellt. In der Gegend eines Mini- 
mums (oder Maxiiimnis) muß die totale Variation von F — A,A, 
die man auf dipsp Weise bildet, gleich Null sein. 

Entwickelt man die einzelnen Funktionen unter den Integral- 
zeichen nach dem Tajl ersehen Satze in Eeihen, die nach Po- 
tenzen von Sw bzw. und fortschreiten, und wtthlt so 

dx dy ' 

klein, daß die hdheren Glieder yernachlässigt werden können, so 
reduziert sich die totale Variation auf die Variation 1. Ordnung, 
d, h. auf die Glieder, welche dw^ und Differentialquotienten yon 
6w nach x und y in der 1. Potenz als Faktor enthalten. Durch 
partielle Integration kann man schließlich den ganzen Ausdruck, 
der Null weiden muß, in die Form bringen: (GL (31) 8. nach- 
stehende Seite) 

Der Ausdruck bestebt aus einem Oberflftchenintegral, mehreren , 
Band-(Linien-)integralen, die für die Flattenkanten gelten, und 
einem Gliede ohne Integralzeichen, das für die Ecken gilt. Der 
Eoordinatenursprung liegt im Flattenmittelpunkt, die Achsen sind 
den Kanten parallel. Lftnge nnd Breite der Platte sind a nnd h. 
Durch Nnllsetzen der einzelnen Integranden und des vom Integral- 
zeichen freien Gliedes erhält man die Differentialgleichung der 
Normalfunktionen(lOa) und die Bandbedingungen (8a) von Nr. 63, 
letztere in etwas andrer Form als früher. Die neue Form geht 
aus der früheren übrigens heryor, wenn man für cos B und sin B 
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die Werte einsetzt, welche jeweils an einer Plattenkante gelten. 
Die Kaudbedinguiigcn /.erfallen hii-r naturgemäß in mehrere ein- 
zelne Teile, die für die eiazelneu geraden Stücke der Begrenzungs- 
kurve t'^Hlten. 

Genau wie früher ergibt sich, daß die Konstante X eine un- 
endliche Reihe von diskreten Werten annehmen kann, welche durch 
die Dimensionen und die Materialkonstanten (da^ Poissonsche 
Verhältnis ju) der Platte festgelegt, sind, und daß nur für diese 
Werte das Gleichungssystom überhaupt Lösungen besitzt, .ledeai 
Werte k entspriciit eine Nürni.illunktion d. h, eine Partial- 

schwingung. Die Größe X ist identisch mit /3* von Gl. (10) in 
Nr. 63, die (Ereis-)Freqaenz der Schwingungen wird also 

(31-) "-^v'^V.J.,^- 

Es ist 2D >« Plattondicke, q » Dichte, Elastizit&tsmodul, 
» Poissonscbes Verhältnis der Querkontraktion zur Lftngs- 
dilatation. 
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66. Das RitzBche Näherungsverfahren mit Reihenent- 
wickelung der Normalfunktionen. Das Ritzsche Veriahren 
besteht in folgendem. Jede Nonnalfunktion w* wird ersetzt durch 
eine Reihenentwicklung 

(32) * = aii/ij + «2^8 + • • • + »,^,, 

wobei die ganze Zahl s die Anzahl der benutzten Glieder der Reihe 
und damit den Grad der AniiHlifrung angibt. Für "«Pi, '«/'j, . • . if', 
werden solche Funktionen der Koordinaten a", i/ gewühlt, daß die 
Reihe konvergiert und daher jedo beliebige stetige und differen- 
tiierbare Funktion u* mit immer größerer Genauigkeit auszu- 
drücken gestattet, je größer .s gewählt wird. Solche Funktionen 
sind Polynome der Koordinaten «/, ferner die Sinus- und Kosinus- 
tuiiktion, was Fourierreihen ergeben würde, und schließlich auch 
Normal funktionen andrer schwingender Gebilde, z. B. von elasti- 
schen Stäben (Stabfunktionen) usw. Die zuletzt genannte Form 
wird hier als geeignetste benutzt. Aus Syininetrieeigenschaften 
und anderen Gründen läßt sich schließen, welche speziell u Funk- 
tionen aus einer solchen unendlich großen Schar von Normalfmik- 
üimen für dan Ansatz (32) in Betracht kommen, und es bleibt 
dann nur noch die Aufgabe, die Koeffizienten Oi, . . . so zu be- 
stimnien, daß die potentielle Energie ein Minimum wird. Das 
kommt aber auf die Lösung des Torhergenannten Minimumproblems 

mit der Nebenbedingung JJtv*^dxdy = konsi = ^ hinaus, da 

die Normaifimktionen diese Bedingung (und die zweite Ortho- 

gonalitfttBbedingang J*J wJ^w^dxdy^O für w^«) erfOIlen 

müssen. Die Bestimmung der «Eoeffisi^nten . . . erfordert hier- 
bei die Lösung einer algebraischen Gleichang Grades für iL, 
aus der sich die 8 kleinsten Werte der unendlichen Zahl von Wer- 
ten dieser, die Sobwingungszahl bestimmenden, Größe ergeben. 

Durch Einsetzen des Wertes w^^^ aus (32) in den Ausdruck 
(4) in Nr. 61 für die potentielle Energie V wird V zu einer Fonk- 
l^on der . . . LSflt man den hier belanglosen Faktor Tor dem 
Integralzeichen in V weg, so muß nnnmehr das übrig bleibende In^ 
tegral«/*, (s. Gi (83) auf nachstehender Seite) ein Minimum wer- 
den, während zugleich das Integral^) U, (s. Gleichung (34)) kon- 
stant sein soll. 

t) Die Größe U bedeutet hier nicht wie früher die kiuetische 
Energie; jedoch hSngt sie offenbar mit ihr eng susammeo. 

KaUha«: Akustik II. 13 
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7. Kap. Eigenschwingungen von Flaitton 



(33)- 



(34) 



^- =jj V «'^^^^ ^'^i' + + • • • 



Wird f/,, mit dem unbestimmten Faktor — X, multipliziert, zu 
addiert und nun die Rechnungsregel der Variationsrechnung 
auf diese Summe — ^s^ti ^'^^ ebenfalls ein Minimum werden 
muß, angewandt, indem mrui statt o^, . . . -f- da^, -j- Öa^^ . . . 
setzt, so erhält mau zmr Bestimmung der a^, . . .a^ und die s 
Gleichungen 



(35) 



cJ,_ du. 



0 ^'^'_A^-^^0 



Diese Gleichungen sind linear in den Unbekannten rtj...a,; 
denn die Funktionen und sind quadratisch in diesen Größen. 
Sie sind außerdem homogen, da (Jlieder ohne einen Faktor a nicht 
vorkommen. Nun können aber s homogene lineare Gleichuiigeu 
mit 5 Unbekannten nur erfüllt werden, wenn die Detotminaiite 
ihrer Koeffizienten Null ist, sonst sind die Gleichungen überhaupt 
nicht miteinander rertrSglieh. Fährt man die Differentiationen in 
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(35) aus und ordnet die Ausdrücke naeh den so kann man das 
Gleichungssystem (35) sehreiben 



(36) 2W)-A,/3/'>)a,='0 für ff-l,2...5, 
oder ausgeschrieben 

(«,'" - + W" - A'"i,)«t + • • • 

+ («/«)- ft(')X.)a. = 0 



(36 a) 



(37) 



+ («/)-^.C>iJo. = 0. 
Die DetarminuitengleichnDg ixt abo 

«jW-AWi., «i«-ft»A., .... ««-A«»*. 



0. 



«!<•)- A<'»i., «,w-ft'"A., .... «;"-^.<'U. 

Die neu eingeflihrten konstanten Koeffizienten haben die Werte 

(Sind die i^'uuktionen i/; „Normalfuuktionen", so verein fachen 
sieb sämtliche Glieder der Determinante außer denen der Haupt- 
diagonale, indem die ßj'"^=^ ßj^^^~ werden, wenn m n ist. 

Von den s Wur/.eln dieser Determiiiaiitengleichuiig X^^^^K,. 
entspricht die kleinste der G ruudscb wingung (1. Partialschwin- 
gung), die nächst größere der 1. Oberschwingung (2. Partial- 
schwingung) usw. Zu jedem dieser erhält man durch Auf- 
lösung der Gleichungen (36 a) ein System von Koeffizienten a^, 

18* 
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0, , . . . und damit mittelst (32) eine (angenAliert riditige) Nonnal- 
funktion ii^, nftmliefa w^* fOor die Orundsehwingong, für 
die 1. Oberscbwingwig usw. Der Index t beseidmet dabei immer 
die zur Berechnung benutzte Anzahl Glieder der Reihe (32), durch 
welche die Normalfunktion der echwingenden Platte if^* n&hemngs- 
weise dargestellt wird, ^fit waclisendem s wird die Annäherung 
besser, dalier kommen die Wur/fln IJ^^K. . den wahren Werten 

l'^"^ . . . immer naher, je größer man B w&hlt» Um so umständ- 
licher wird aber auch die Rechnung. 

67. Form der brauchbaren Funktionen. Koeffizienten- 
berechnung für die quadratieohe Platte mit freiem Bande. 
Statt der bisherigen Bezeichnung der Funktionen i/» und der Koof- 
fizientcn a mit finem oinfacbfii Index soll von jetzt an die mit 
l)opj)elindex tjeuutzt wordt n, da die i/' und a von zwei Koordi- 
naten abhän wn. Ferner sollen für dio ip sofort Produkte aus je 
zwei Nonnalfunktionen des schwingenden titabes eingeä&tzt werden, 
SO daß man erhält 

/7< = ü, 1, 2 ...\ 

(39) tu^-^W-.« U_o.l.2..> 

+ ^2o''20 + -'•oa'^osH 

+ -4„«j(aj)t;i(y)H ; 

u und V sind die gleichen Funktionen, nur von Tcrschiedenen Ko- 
ordinaten abhängig, und, zur bequemeren Unterscheidung auch 
ohne beigefügtes Argument, mit Terschiedenen Buchstaben be- 
zeichnet. 

Die Auswahl der brauchbaren Funktionen u und ISßt sich 
nach Bymmetrieeigenschaften ausführen. Aus der Form der Glei- 
chungen (8) bis (10) in Nr. 63 folgt, daB auch w{'—x^ +y) eine 

Lösnnf^' ist, w^'im w(-\- -f- y) eine ist, und zwar gilt fftr beide der- 
selbe Wert A, d. h. dieselbe Scbwingungsfrequenz. Entpricht nun 
w einem einfachen Ton, d. h. einem Ton, dem nur eine «nzige 
Schwingnnc^figur der Platte zugehört, so folgt, daß iv(^ — ^r, 4"^) 
mindestens dem absoluten Werte nach gleich M'(-f-a;, +y) sein 
muß, sonst könnte man durch Vertauschung der positiven mit der 
nPL^ativen .r - Eichung eine zweite, mit der ersten nicht zur Deckung 
zu bringende Bchwingungshgur konstruieren, welche demselben k 
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(derselben Frequenz) entspricht. Dann hätte man aber den nach 
Voraussetzung ausgeschlossenen „Doppelton" statt eines einfachen. 
W[ — Xyy) kann sich also von + höchstens durch das 

Vorzeichen unterscheiden. Ist dieses ungleich, so ist w(T,i/) in 
bezug auf die f/- Achse eine ungerade, sonst eino gerade Funktion. 
Das analüge gilt für die Symmetrie um die a'-xlchse. D. h. also: 
einfachen Tönen entsprechen Funktionen, die sowohl 
in bezug auf die j?- Achse, wie in bezug auf diey-Achse 
(die beiden Mittellinien des Eechtecks) gerade oder un- 
gerade sind. 

Für die quadratische Platte kann man noch weiter gehen. 
Vertauscht man hier die Bezeichnungen x und so ändert sich 
die Form der Gleiehimgen gar nicht Also muß w {y^ x) ehen&lls 
eine Lösung sein, die zu demselben iL wie w{x^y) gehört und sieb 
von w{xy y) höchstens durch das Vorzeichen unterscheidet Daraus 
folgt aber sofort: einfache Töne (quadratischer Platten) 
entsprechen Funktionen, die in bezug auf x und y sym- 
metrisch oder an ti symmetrisch sind. Im ersten Fall ändert 
sich das Vorzeichen Ton u> nicht bei Vertauschung von x mit y, 
im zweiten ändert es sich. 

Mehrfache Tone können durch Superposition solcher einfachen 
Lösungen erhalten werden. 

Aus dem (besagten ergibt sich, daß bei einfachen Tönen die 
Punktionen i|;j^j^und if>^.^immer zu bestimmten Gnippen vereinigt auf- 
treten müssen, und daß ihre Koeffizienten entweder vollkommen 
gleich oder nur durch das Vorzeichen verschieden sind. Ist die 
Schwingung, d. h. die Funktion 10*^^^^ symmetrisch in bezug auf x 
und /y, so ist in der Reihe (40) überall -^1/,/.. = ist sie anti- 
Sjmmetrisch, so ist in (40) Äf^j^ = — A^,^. Ist weiter /r* in bezug 
auf beide Achsen gerade, so können nur Glieder mit geradem h 
und /*• vorkommen; ist fr* . unrferade in bezucr auf beide Achsen, 
so können nur ungerade ]i und 1c vorkonimeu usw. Man kommt 
also allgemein zu Gruppenanordnungen der Glieder von der Form 

'^h(p'^)^kiy) 'ii'^kip^)'^h^y)-> wobei das + Zeichen für symmetrische, 
das — Zeichen für antis\ mnietrische Schwingunfjen gilt. 

Nachdem so die in jedem besonderen Falle Ijrauchbaren Funk- 
tionen ^l^^{x)^ '^ki^y) ausgewählt und zu passenden Gruppen ver- 
einigt sind, müssen noch die Werte der Koeffizienten J.^^ berechnet 
werden. Das geschieht nach dem im vorhergehenden (Kr. 66) für 
die Koeffizienten a^, a^,.. skimerten Verfahren, nur sind die Be- 
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zeiohoatigeii wegen der Doppelindizes etwas anders zu wählen. 
Das Wesentliche des Verfahrens besteht in einer solchen Bestim- 
mung der Koeftiziünten A^j^ daß der Ausdruck von Gl. (40) 
die potentielle Energie V zu einem Minimum niachtk Zu dem 
Zweck müssen die Gl. (36 a) gelten, die hier die Form annehmen 



(41) 



— 0 



Barans folgt die der Gl. (37) entsprechende Gleichung, indem 
man die Koeffizienten der Größen A^, . - • als Glieder 
der yerschwindenden Determinante hinschreibt. Die Größen a^>, 
«ä*^- -f ß!So \ i^So^< *t ^i« ^eii Größen (38) entsprechen, sind in 
der Schreibweise mit Doppelindez (hh statt m, |9g statt n) 



(42) 



' aas«" ^y* ajf* 



s 



I 
Y 



2 { 



Bei Ausführung der Integration ergibt sich zunächst, daß alle ß 
verschwinden, für welche der index pg^^hk ist. Daher wird die 
Determinantengleichung einlacher 



d by Google 



67. Quadrat. Platte m. fxeiem Rande. Eoeffis.-Bereclmiing 189 



(41a) 



Zur Berechnung dienen folgende Formeln 
f^Ü^—Ot wenn ji24-Ail; ist 



0. 



(43) 



II II 



t "a TT 



(44) 



wobei die HilfsgröÜen y und lo bestimmt Bind als 



+1 +1 

2 2 



bezw. die gleichen Integrale mit f^, nn<l t/ als Integrations- 
variablen*). Je iiä( hdem h und p (bezw. k und q) von gleicher 
Parität (d. h. beide zugleich g'erade oder beide zugleich ungerade) 
sind oder vou ungleicher Parität (d. h. eines gerade, das andere 
ungerade), erhält man 



1) Dio f^^Ieiclipn Rechimii«^cn und Formeln gelten auch liir rprht- 
eckige Platten mit deu Kauten a (parallel x) und b (parallel y) matt 
der quadratischen Platte mit der Kante {. Nur sind in den Inte- 
gralen mit X als Integrationa variable die Grenzen — ^- und + ^ , 
in denen mit y die Gkenaten — — und -1--^ einzuaeisen, so daß 

y^^4*yi^g.mid «ji^n^oiij wird, auch wenn dielndises hp^hq sind, 
da h und p%a x^h imd { nt y geliOien. Insbesondere wird aber 
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(4e) 



ff,^ = 0 , weoü h und p verscbiedener Parität sind; 
approx. yjj^ — ~ ^ — , wenn A und J> > 2; 

wenn h geradp; 

«II + »in* « sm« y* f «tß |* 

8 1 _ gm» ^ / (ein« ^ - ain« y*) 

wenn h nogerado; 

6 

im! . Siha , ^ « 

appioz. y^j^ ""21+ > A > 2 . 

Mit wenigstens 2% Genauigkeit gelten diese Formeln auch 
für — 2 , i) 2. Büt derselben Genauigkeit (2%) ist anoli 

(46a) y,^..y,,-(-i)^'^y^. 
Ferner ist 

o>ji^»>0, wenn /i und verschiedener Parität; 



+1 *T 

(43') • C'ßl<^^ßi<'y—ll 
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(47) 



(.47 a) 



(48) 



^^JC™»-»',) 

wenn h und p gleicher Paritftt und beide > 2 sind; 

»1 («»i" l^-coo' '^*) ü »»cos« tt»f 28 f> 

wenn A gerade; 

«i(®in« + 8iD' 2m^8in' ^ Sin» 'j|*et8y» 

wenn h ungerade; 

approx. £ö^^= — g^^-f weDnA>2. 
Mit wenigstens 2^0 Genauigkeit gilt 

* 2 

>oi,"*Ö» «>iko"(— 1)* -pi ^«n"» * gerade, 
cOj^Q -=0, wenn A ungerade, 

« 0 , = (— 1) * 4 "j/3 ''2^ - , wenn h ungerade, 

10^1'^ Oy wenn gerade. 
Der Koeffizient 0, der luer TOrkommt, hat den Wert 

<y = (— 1) * , wenn h und p gerade, und beide > 2, 

— ( — 1) ^ , wenn /< und^ ungerade und beide ^3. 



68. Beredbnimg der FrequennparaineteT X und Kormal- 
fanktion w* für einfiaolLe und Boppeltbne. Für die zahlen- 
mftdige Berechnung der stellt man am besten erst die Gleichungen 
(41) selbst auf, da sich dieselben meist Tereinfachen, weil je nach 
den Sjmmetrieeigensehaften entweder A^^ » .^^j^ oder A^^^ = — Aj^j^ 
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ist usw., so daß die Aozahl der Glieder dieser Gleielmngen und 
damit auch der Determinante (41 a) sich yerringert. Ein Beispiel 
f&r den Fall in sc und 1/ ungerader, aber sjmmetrischer Schwin- 
gungen, zu denen z. B. auch der Grundton der Platte gehört, ist 

Ton Ritz ausführlich mitgeteilt. Die numerische Berechnun«^ der 
Detorminante wird dachirr-h prleichtert, daß die Größen a'/'/', die 
in der Hauptdiagonale stellen, vitl größer sind und mit h un4 Ä 
schnei icr wachsen als die anderen Größen «i''*. 
Es ist hier gesetzt 

(49) W* — Aiti!«! + -I- ii,i«jVt + -^«8«»»« + Ai^l^h 

indem die Entwicklung bis zu Gliedern mit und fortgesetzt, 
die Beziehung Ai^ji^A^,^ benutzt ist, und zur Yereinfaehnng Koeffi* 

zienten A mit einfachem Index eingeführt sind. Setzt man 

wobei ft**'==— ist, so werden die zu lösendeu Gleichungen hier, 

wenn die Poisson sehe Eiastizitätszahl f»= 0,225 angenommen wird, 

(13,95 - k)Ä^ — 32,08:4, + 18,60^, + 32,08-4, — 37,20-4^ 
+ 18,60-45 = 0 

— 16,04-4^ + (411,8 -1)^1 — 120,0-4,-133,6^, + 166,8^1^ 

4- 14U^5=-0 

+ 18,60 -do - 240-4i + (1686 —Ä)-4, — 218,0-4, - 1134^^ 

+ 330X,=0 

+ 16,04 - 135,6^1 4- 109,0^, + (2945 — k)A^ — 424 
4-1794j = 0 

- 18,60^ + 166,8 - 667 — 424^1, -1- (6808 — 1)-44 

-1437^5 = 0 
+ 18,60-4, f 280-4i + 330^, + Z6BA^ - 2874^4 

+ (13674-1)^5 = 0. 

Hierbei ist die halbe Quadratseite 4 als Längeneinheit angenom- 
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men, also ^"^^ gesetst; die Größen X entsprechen den GrOBen jX 

in der bisherigen Bezeichnung, Statt A^^^ bezw. /l^, durch welche 
Schreibweise der Grad der Annäherung an den wahren Wert des 
Frequenzparameters gleich mit angegeben wird, der durch die 
Zahl der Glieder in (49) bedingt ist^ wird X geschrieben. 

Die erste WnrzelA^^^ gehört zum Grundton, die zweite X^ zum 
ersten Oberton mit gleichen Symmetrieeigensehaften usw. Die 
Werte k bezw. die sich hier ergeben, sind^) 

iW- 12,43 |i; A^-löSi^; Xti^)-2946^5 

l(T)-.6803^; -13670 ^• 

■ Zu jedem dieser Werte yon X gehört ein System der KoeM- 
zienten sind die Werte für den Grandton 1—12,43^ 

folgende : 

^ — 0,0394 -4^; -4, — 0,0040 i -i, — — 0,0034^; 

0,001 — — 0,0019^0- 

Das Glied mit Aq überwiegt also bei weitem, so daß die dem 
GrundtoD entsprechende Bewegung mit großer Annäherung durch 
die einfache l unlitiün dargestellt werden kann, £vgl. (56a) in 
Nr. 52] 

Für den 1. Oberton mit gleicher Symmetrie, A^^) — 378^, 

wird der überwiegende Koeffizient, .so liB in erster Näherung 
die Bewegung durch die (genäherte) Nortiiailuuktion 

(61) w* — Ai{u^Vf 4" «8«'i) = + 

dargestellt wird. Die anderen Koeffizienten Aq^ A^... sind nur 
Bruchteile von Iii aUen diesen Ausdrftchen ist natOrlich einer 
der Koeffizienten^ von willktbrlichem Absolutwerte, dessen GrOße 
durch die vorhandene Energie des Systems bestimmt wird. Für- 

1) Wenn fi von dem Werte 0,225 abweicht, so ändern sich auch 

die anpregebenen Werte der l. Für pinif:fc> der Haiiptscbwingrinffen 
hat Ritz. die Änderungen miiaugegebeu, die entstehen, wenn den 
Wert 0^226 -\-dii> annimmt; dft mal klein sein gegen 0,226. 
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weitere Einzelheiten muß auf die Onginalarbeit von Bitz ver- 
wiesen werden. 

Ahnliche Entwicklungen lassen si( h für Schwingungen mit an- 
derer Syminf^trie au«;führen. Sind z. I{. die Schwingungen unge- 
rade und antisymmetrisch iu Be/.ug auf x- und y, so wenien in 
dem Ausdruck (40) von Nr. 67 die Koeffizienten A/^j^^O und 
^4^= — ^j^^; mau erhält 

Vernacblftssigt man wieder die kleineren Eoefifizienten A und 
nimmt zur Charakterisierung der Schwingung nur das Hauptglied, 
so ergeben sich fttr die k der Schwingungen mit den Hauptgliedem 
A^(u^v^ — u^v^), A^^tiiV^—u^v^), A^'lu^v^—u^v^) wdBnWerte 
als für die Schwingungen mit den Hauptgliedem Ai(uiV^ + 
A^ + «5«i) und A^ («3 -h ifftt;,). Diese Tdne sind daher keine 
Doppeltöne. Da? gilt allgemein för Schwingungen^ deren ibidizes 
gleiche Parität haheo. Anders ist es bei Schwingungen, deren 
Symmetrie die Einführung von 01 lodern mit Indizes yerschiedener 
Parität erfordert Z. B. wird fiir eine in x ungerade, in if gerade 
Schwingung der Ansatz 

- 1 0 "i ' 0 + ^^1 S ''l »2 + Al^t^l + ^t0^^9 

mit den nach dem Früheren zu berechnenden Zahlen werten der 
Koeüzienten geht er über in 

^A^^\ u ^ + 0,0260«! — 0,0682 «g «?o 

-f 0,u 7 6 0 i/j i'a — 0,002 7 j/g i'^ -|- 0,007 3 
— 0,0112t*5t>, + 0,0030Mgt?4] , 



(52) j 



(52 a) 
wobei 



iL«80,8~- 



Der Koeitizient uI^q des ersten Gliedes ist gleich Null gesetzt, weil 
dieses Glied, nämlich Konst. a:, nur eine Drehung der Platte im 
ganzen nm die ^- Achse darstellt, also die Form der Platte nicht 

beeintlußt. 

Genau dieselbe Entwicklung läßt sich aber auch ausführen, 
wenn man x mit y vertauscht, d. b. wenn man die Platte um 90^ 
dreht. Die Schwingung ist alsdann in gerade, in y ungerade. 
Man erhlüt natflrlich dieselben Zahlenwerte an entsprechenden 
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Stellen, insbesondere auch den gleichen Wort von A., so daß man 
einen „Doppelton"^ hat. Die ^ormalfunktion ist 

(53) { — -4,1 [t«,V, + 0,0260 W4t>i—0,0682«<j», + 0,0760tt|t^3 

+ 0,0030 1*4 i^j]. 

Genau wie bei den Doppel tönen der Membranen können die 
beiden Scbwingungen ir(x^y) and w(if<,x) gleichzeitig bestehen, 
sich übereinanderlagemd und zwar mit beliebiger Phasendifferenz, 
was durch Vorzeichen und Größenverhftltnis ihrer Amplituden 
1 ^^"^ Ausdruck kommi Die allgemeine Schwingung mit 

4 

der Frequenz, für welche k =- 80,8 • ^, ist, nämlich 

(54) w* = Ä^,id'*9) ^ Aj^w^*^, 

kann dementsprechend unendlich viele verschiedene Klangfiguren 
besitzen, von denen drei charakteristische nach W. Bitz in Fig. 47 

dargestellt sind, die ä fc * 

erste für A^i= 0, 
die zweite für 

A^i— • -^12» die 
dritte für iLjj = 0. 
JJic „Pole", d. h. 
diejenigen festen 
Punkte, durch wel- 
che die Knoti'n- 
linien stets liin- 
durchgchen, sind darin anpcdcutet. 

Die zalilreichen bei den vorschiedenen Funktionen w* mög- 
lichen Klaugügureu sind mit den /uLffhörigen i'unktionen w* in 
derRitzschen Abhandlung ausführlich zusammengestellt, müssen 
aber hier wegen Baummangel größtenteils weggelassen werden. 
Zum Teil sind sie den Klangfiguren der Membranen sehr ähnlich. 
Nur ein kleiner Teil der Figuren, und zwar für jeden Schwingungs- 
typ eine, sind in den Figuren 48 bis 53 hier dargestellt und die 
Nonnalfunktionen w* angegeben. Die Hauptglieder der Entwick- 






Fig. 47. KnotenlLuiea (Schwinguugsfigaren) der qu»dr»ti- 
Platte mit fratoa BKadMB fttr einsit „Doppeltoii**. 
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luugen sind fett gedruckt, die Amplituden derselben gleich eins 
gesetzt. 

69. Zwiftininenst eilung einiger Werte l und nebait den 
dangflgoren. A. Schwingungen in x und y ungerade und 
•jmmetriseli. 

L Grundton i — 12,43 * (Rg. 48.) 

4-0,0394(u,i;,4-ii,t^i) — 0,0040«,^, 

- 0,0034 (u, -i- u^v,) + 0,001 1 (mj ffi + M5 1',) 

— 0,0019ti,V5. 



II 



U. iL -378^. (Kg. 49.) 



/ 




\ 


/ 




+ 0,045(1*1 »5 + i%»i) -0,016 (mjVj + «5»,) 

— 0,029 u^rr^. 

B. iSchwingungei) in x und y ungerade 
und antisyrometrisch. 

r,i=- 316,1^. (Fig. 50.) 
er — Wi'i^g— + 0,0002 (m^ V5 — MjVj) 

+ 0,0033(118^5-145^,). 

G. Schwingungen in x und ff gerade und 
symmetrisch. Diese Schwingungen sind experi- 
mentell besonders leicht und zahlreich zu erzeugen. 



r.Ä = 35,73--. (Fig. 51.) 



t ig. 51. 



f«f + U^V^ — 0,0238 ti|V, 

+ 0,01 300/0 ' 4 -H "4«'o) 

+ 0,002G (mj t'^ + M^i'j) + 0,0016 u^v^ 



1) Ritz gibt als Zueatzglied 
welche X erfährt, weun man statt fi 
die PoiBioniche Zahl setzt. 



f S ti noch die Änderung an, 
0,226 den Wert 0,226 -f äfi für 
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266,0^. (Fig. 52.) 

w = 0,01 22 (u^v^ + t*g v^) -H i'j 

-0,0188(«^t^4H-i4!4»e) 

+ 0,0880 (w^ -f «4 i^g) — 0,0044 M^t?^ . 

1>. tSch w ingungen in x und ff gerade und 
antisymmetrisch. 

1". il = 26,40^. (Fig. 53.) 

w =- tl^t?2 - i/g 6'^ - 0,01 29 (uqV^ - i'o) 

r- 0,0045 (M,t;^-u^f;,). 

ii lg. 

E. Doppeltöne. 

Die Indizes von u und v sind von verschiedener Parität. 

Für den iaefsten Ton mit l — 80,8 ist die Normalfunktion in 
(54) [bezw. (52) und (53)] schon angegeben, ebenso in den Fi- 
guren 47 a — e drei verscbiedene Formen der unendlich vielen 
möglichen Elangfiguren, die zu diesem Ton gehören. 

Die Schwingungs&equenzen n sind nach Gl. (Sl') in Nr. 65 aus 
den Werten von l zu berechnen. Sie sind der halben Plattendicke 
D und der Quadratwurzel aus l proportional, womit ihre Ab** 
hängigkeit von der geometrischen Gestalt der Platte erledigt ist; 
der noch verbleibende Faktor gibt die Abhftngigkeit von den Ma- 
terialkonstanten an. 





Digitized by Google 



lY. Abschnitt 



Vervollküiüiniiete Theorie 
f Ar offene gasgef lUlte HoUr&iime. 

8. Kapitel. 

HelmhuUzficLe Theorie der ofTenen Pfeifen und kubischen 

iksouatareii. 

70. llathoiiiatisobe Hilftinittel. Oreeneoher Integialflste 
Tuid Süzohlioff-HuygenaBohes Pxinslp. Helmhol tz^) hat die 
Theorie der teilweise tob festen Wänden umgebenen Gamassen 
(Pfeifen und Besonatoren) in yiel allgemeinerer Weise behandelt, 
als es die elementare Theorie tut Der Grandgedanke ist der: Man 
besehrftnkt die Betrachtung nicht auf die eingeschlossene Gas- 
inasse, die in der elementaren Theorie wie ein abgeschlossenes, 
mit der Umgebung nicht in Energieaustausch stehendes System 
behandelt wird, sondern berücksichtigt, daß durch die Öffnungen 
Energieaustausch stattfindet, d. h. daß Wellen hinein- oder 
hinauslaufen, l^tan nimmt also die Umgebung, die Außenatmo- 
Sphäre, zum System hinzu. Es handelt sich nun darum, solche 
Funktionen tp als Geschwiudigkeitspotential ausfindig zu machen, 
die der allgemeinen Gleiclmng (33) in Nr. 39 an allen Punkten 
des ganzen Haumes genügen, und die außerdem die Grenzbedin- 
gungon an den festen Wänden und in unendlicher Entfernung be- 
friedigen. Die Funktion <p kann in den verschiedenen Teilen des 
Baumes ganz verschiedene analytische Form haben; diese Formen 



1) H. V. Helniholtz, Theorie der Luftachwiiigungen in Köhren 
mit offenen Enden (Crelles Journal f. d. reine u. angew. Mathematik. 
Bd. 67. S. 1—72. 1860). — Abgedruckt in Ostwald 8 Klaasikem der 

exakten Wiasenschaflen Bd. 80 (Leipzig isnn In diesem Ab lrnck 
sind die Druckfehler des Originals korrigiert; außerdem cntkiult er 
Anmerkungen des Herausgebers, die das Verätäuduis erleichtern. 
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müssen aber in den Grenzgebieten stetig ineinander übergehen, da 
(p im f]fanzen Kaum stetig sein muß, und aitch die DiiOfereatial- 
quütif Ilten oder Ableitungen von (p müssen stetig sein. 

Für trewisse einfache Fälle von Wollen- bezw. Schwingungs- 
bewen-iin;!, z. B. ebene Wflkn uiid Kugel wollen, sowohl fort- 
laufende wie auch stehende, lass- n sich nun Lösungen der Gl. (33), 
wie im vorhergehenden (vgl. beaunders Nr. 4l) gezeigt wurde, auf- 
finden, d. Ii. man kann für solche Bewecfungen das Geschwindig- 
keitspotential aufstellen. Wenn man nuu die Gestalt der Begren- 
/ungsfiachcu der Gasmasse, der festen Wände, passend wählt, so 
kann man es erreichen, daß in gewissen Teilen des ganzen zu be- 
trachtenden Raumes derartige einfache Bewegungen mit bekannten 
Potentialfunktionen 9 mehr oder weniger genau verwirklicht sind, 
z. B. in einem Teil ebene, in einem anderen Teil Kogel wellen; 
dabei ist es zaUssig, daß die eine Art, etwa die ebenen, stehende, 
die anderen fortlaufende Wellen sind. Stehende Wellen werden 
immer dort anzunehmen sein, wo der Zustand bereits stationHr 
geworden ist Für die zwischen solchen bekannten Gebieten liegen- 
den Gebiete mit TorlftuBg unbekannter Form des Gescbwindigkeits- 
potentials I&Bt sich nun mit Blicksieht auf die geforderte Stetig- 
keit von q) und seinen Ableitungen mittels gewisser allgemeiner 
Sätze der Potentialtheorie die Form und der Wert des Potentials 
aus den Werten in jenen Gebieten ableiten. Dazu dient besonders 
der sogenannte Greensche Satz oder spezieller das Huygens- 
sehe Prinzip der Elementarwellen in der mathematischen Fassung, 
die G. Kirchhoff fUr dasselbe ans dem Greenscben Satze ab- 
geleitet hat. 

Do] Greensche Satz bietet ein Mittel, um gewisse Integral- 
ausdrücke in andere, passendere Formen umzugestalten. Es seien 

0 und 'P' zwei beliebige skalare Funktionen des Ortes und der 
Zeit, die in dem in Betracht kommenden Kaum mit ihren nitfr 
reutialquobienteu im allgpm^^inon mdlirh und stetig sind. Nur in 
einzelnen Punkten oder Flächen dürfen sie selbst und ihre Ab- 
leitungen unstetig oder unendlich werden. Bedeutet dt ein Raum- 
element, da ein ObcrflUchenelement der den Raum umhüllenden 
Fläche, n die nach dem Inueren des Raumes gerichtete Normale 
des Oberfläehenelementes da, und ist AO der zweite Lamesche 

d-^ d'^ d*^ 

Differentialparameter von 0 nämlich Atf>'— -^^-|- ^ + ^^s » 
lautet der Greensche Satz: 

K»U]itte: Akustik IL 14 
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(2) 



oder mit anderer Veiteiluug der Glieder 

(la) r «^11^0+ I* WAOdt ^ J f <l>A»Fdr. 

W 

Aus dieser Form des Satzes lassen sich noch anrlore, in be- 
sonderen Fällen brauchbare ableiten, z. ß. indem man in (la) 

beiderseits 1 0Wdt addiert, die später tu benutzende Form 

Darin bedeutet k eine Konstante. Sind z. B. <Z> und Funk- 
tionen, welche der Differentialgleicbiing der ,^ormalfiinktionen^ 
(37) in Nr. 40 

(3) A<l» + ft*4>-0, A«I'+ft*«»«0, 

gehorchen, so vereinfacht sich die Gl. (2) durch Fortfall der zweiten 
Glieder beiderseits gauz erheblich. Dasselbe gilt für die (il. (l a), 
wenn O und ^P' der Laplace sehen Gleichung A0~O des ge- 
wöbnlicben Potentials genügen. Man erhält in diesen Fällen die 
Qleicbung 

(2.) /^|^,„_/a>|?.,-o. 

Mittels des Greenschen Satzes hat, wie schon bemerkt, Eircb* 
boff das Hujrgensscbe Prinzip der Elementarwellen matbe- 
matisdb streng formuliert Das Pdnsip besagt: wenn man in einem 
von Wellen erfüllten Raum den Scbwingungszostand auf irgend- 
einer gescblossenen Flftebe kennt, die man ganz beliebig konstru- 
ieren kann, so lassen sich daraus die Vorgänge an jedem Punkt 
dieses Raumes ableiten. Der physikaliscbe Grund dafBr ist der, 
daß jeder Punkt dieser Flftebe — fiberbaupt jeder Punkt des von 
den Wellen durcbsetzten Raumes — als Ausgangspunkt einer 
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Kugelwelle gelten kann, die yoa ihm als Erregongsmittelputtkt 
ausgeht. Die Summe der gleichzeitigen Wirkungen dieser einzelnen 
Elementarwellen an irgendeinem Punkt ergibt den jeweiligen Bc- 
wegungszustand daselbst. Auf das Problem der offenen Pfeife an- 
gewandt, heißt das: "Wenn man den Schwinornngszustand in irgend- 
welchen Toüpn des Raumes kennt, z. B. im Iiinei a der Pfeife und 
weit entfernt im Außenraum, so kann man tür das zwischcn- 
lietrende Gebiet die Beweguncf daraus ableiten. Es ist jedoch be- 
quemer, dazu direkt den Greenschen Satz zu benutzen, als den 
in seiner mathematischen Fassung etwas umständlichen Kirch- 
hoff-Hujgensschen Satz. 

71. Gestalt der Bohre im allgemeinen. Form des Ge- 
sohwindigkeitspotentials. Üm danach die Wellenbewegung in 
einer offenen Röhre zu behandeln, macht Helmholtz folgende 

Annahmen über die Form der Röhre: 

1. Die Form der Röhre sei im allgemeinen zylindrisch. 

2. Nur auf einer kleinen, d. h. gegen die Wellenlänge des Tones 
kleinen Strecke von der Mündung aus gerechnet, darf die Gestalt 
YOn der zylindrischen abweichen; es wird also eine trompeten- 
artige, trichterförmig erweiterte oder auch eine nach der Mündung 
zu verengte Form mit eingeschlossen. 

3. Die Dimensionen der Öffnung sollen ebenso wie die Länge 
des nichtzylindrischen Teiles der Böhre klein sein gegen die Wel- 
lenlänge. 

4. Die Mündung der Böhre liege in einer festen ebenen Wand, 
die sich nach allen Seiten unendlifli weit erstreckt; es wird also 
praktisch eine Pfeife mit breitem Mündungsflansch betrachtet. 

Diese Ebene sei die ye-^hene, die Röhre liege auf Seite der 

negativen x, die Röhrenachse sei negative .r- Achse. Der Koordi- 
nntnnanfangsputtkt liegt also in der Mitte der Röhrenmündung. 
Auf Seite der positiven oc sei der Luftraum unbegrenzt. Ist k eine 
endliche Konstante, so wird nach Annahme l-rt nnd kz klein 
gegeu 1, wenn y und ,? Koordinaten emes Punktes der lüjhien- 
mündung sind, und kx wird klein gegen 1, wenn x einem Punkte 
des nichtzylindrischen Teiles der Röhrenwand angehöi't(vgl.Fig.54). 

Über die Natur der Bewegung werden folgende Annahmen 
zugrunde gelegt. 

5. Im Innern der liöhre ist irgendwo ein Abschnitt, in dem 
eine ebene stehende Wellenbewegung vorhanden ist, gerade so 

14» 
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L 



I 



M 
/ 



wie es in der elementaren 
Tlieorie fUr die ganze Söhre 
angenommen wird. 

6. Auf Seite der positiven 

X denke man sich zwei Halb- 
kugelfläcben von sehr großem 
Radios konstruiert, deren Mit- 
telpunkt der Koordinatenur- 
spruntrist In dmi (irlnet zwi- 
schen üf lueu Süllen nach außen 
fortlaufende Haihkugelwellen 
vorbanden sein. Jenseits der 
äußeren dieser beiden Haib- 
ku^elü kann noch ein Gebiet 
liögen, wo die Bewegung erst 
beginnt, das also noch nicht 
Ton Wellen dnvebzogen ist. 
7. Zwischen der Region der ebenen Wellen in der Röhre und 
der Region der Halbkngelwellen im Gebiet 6 soll sich eine statio* 
näre stehende Wellenbewegung ausgebildet haben. 

Das Geschwindigkeitspotential hat somit ffir diese drei vei^ 
sehiedenen Gebiete folgende yerschiedene Fonnen. 



l'ig. >4. i<&Dg«selllidtt dueh die Achse der 
BAhn; di« stark , ^ _ _ . _ . ^ 



Im Inneren der Rühre (^Gebiet 0) 



(4) 



<F= (^smJfcx+ Beosft«) OOS SsciV^^ 

4- sin hx + 93 cos Tcxj sin 2 itNt . 



Ä^By%^^ sind vier Integrationskonstanten^ die passend be- 
stimmt werden mflssen. Biese Fonn, die allgemeinste Form des 
Gescbwindigheitspotentials für stehende ebene Wellen ergibt sieh 
als Lösnng der Gl. (3) in Nr. 70, wenn man ^ in bekannter Weise 
in ein Produkt ^<') xerspaltei Fflr 9^^) muß dann die Diffe- 
rentialgleichung der KormaUunktionen ebener Schwingungen gelten 

die ein Spezialfall von Gl. (3) ist, und deren allgemeine Lösung 
?/y(-ri eben die Form der beiden Klammergrößen in (4) hat; ^V^*^ 
kann gleich ^2n2ii und gleich G0^2nNi sein, im allgemeinsten 
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Falle also gleich der Summe beider Funktionen^ jede mit einer 
von t unabhäugigen Notmalfunktion ^('^ multipluiert, wodurch 
die Form der Gl. (4) herauskommt. Die vier Konstanten dieser 
Gleichung köfinen auf drei verringert werden, indem man den An- 
fangspunkt der Zeit passend wählt. Wenn man nämlich t = t' -{-Iq 
setzt, die trigonometrischen Funktionen der Winkelsummen auf- 
löst und alle Glieder wieder zu zwei Gliedern mit den Faktoren 
. cos 27t JV/' und sin ^TtNt' vereinigt, so kann man durch gcf j jnete 
Wahl des willkürlichen bewirken, daß im Faktor von äin'2 7tNt' 
ein liiied mit sinkx nicht mehr vorkommt. Schreibt man nun 
wieder t statt t\ so hat das Geschwindigkeitspotential die ein- 
fachere Form^) 

(4 a) 9^ — sin kx-\-Bc/08 hx^ cos 2 nNt + © cos hsß sin 2%Nt. 

Zwischen den beiden HalbkngelflScken im Anßen- 
raume (Gebiet 6) sind naeb außen fortschreiteade Sinuswellen 
vorhanden, also bat ^ daselbst die Form 

M M 

(6) ^'^^ cos(A:^ — 2%m) — ^8in(A:e - 'inNt), 

Das ist dieselbe Form wie Gl. (45) in Nr. 41, nur ist k statt 

^ , 2nN statt — ^ , M statt Ä\ ^ statt Ä\ ^ statt r gesetzt; 

Q ist der Radiusvektor vom Koordinateumsprung bis zum Aufpunkt 
im Gebiet 6. Die Größen M und Jlfj sind unabhäujBrig vom Be- 
trage des Radiusvektors^, aber möglicherweise abhängig von seiner 
Bichtung, d. b. von den Winkeln, die q mit den Koordinatenachsen 
büdei*) 

1) Heimholte nennt die sekundliche Sehwingonggsahl n, wofür 

hier iV gesetzt ist, um Übereinstimmung mit unserer sonstigen Be- 
zeichnung in diesem Buche 'zu bewahren und um Verwechselungen 
mit der Bezeichnung n als Richtung der Wandnormale zu vermeiden. 
Hier bedeutet e die Schallgeschwinaigkeit, «t sonst die Kreisfrequeos. 

2) Die Annahme, daß M und von den Winkeln 9 und m (vgl. 
Nr. 41) abhängen, ist für eine Kugel welle, «li^ von einem Krregungs- 
punkt ausgeht, natürlich nicht zulässig; denn in der Ableituog des 
Potentials der Kugelwellen wird ja gerade die Unabhängigkeit aller 
Größen von der Hiehtung, und Abb£igigkeit nur vom absoluten Be- 
trage des Radiusvektors r vorausgesetzt. Sind aber mehrerp l'rregungs- 
piiTikte vorhanden, die jeder eine Kugelwelle von der Form der Gl. (46) 
in xxr. 41 und von gleicher Frequenz N aussenden, so erhält man 
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Im Gebiet 7 endliob, wo siebeode Wellen angenommen wer- 
den, bat W die Form 

(6) «P*C08 2«Ä'«4- 9^8m 2«jr*, 

wo J/^* und y^** unabhängig von ^, aber al)li.inLng von den Ku- 
ordinaton sind, und in diesem Oobict der Gleichung der Normal- 
funktionen [Ol. (3j in Nr. 70] genügen; übrigens wird diese Glei- 
chung (3) von allen drei Werten des Potentials W (4), ( 5) und 
(6) erfüllt, von (5) allerdings nur, wenn M und Jl/j konstant und 
nicht von der Richtung des Radiusvektor abhflngig sind. 

Zu der Bedingung ( 3 ) komnil noch die Grenzbedingung, welche 
ausdrückt, daß an den festen Wänden die Luitteilchen sich nicht 
senkrecht zur Wand bewegen können, nämlich 

an allen festen Wänden, wobei n die nach dem Inneren des Luft' 
ramnes gericbtete Wandnormale sein soll. 

Für die in der Anmerkung auf voriger Seite besprochene Um- 
formung der Potentialsumme in die Form ( 5) ist tibrigens Voraus- 
setzung, daß alle Erregungspunkte im Kndlichen ÜPfTon, Sind sie 
also auf irgendwelchen Flächen angeonb et, so dürfen sich diese 
Flächen nicht ins Unendliche erstrecken. Die Erregungspunkto 

dai Gesamtpoteutial W als Summe der Teilpotentiale dei einzelnen 

Wellen 

^ Bio ^ (r. - + ^ ~. ^ {r. - «*) 

^ — sin (*r- — 2«iV0 + — cos {kr. — ZnNt)^ 

wobei die die EntfemuDgen des Aufpunktes von den emelnen Er- 

regungspimiten bedeuten. Liegt der Aufpnnkt in sebr großer Ent- 
fernung von allen Erregongsponkten, so daß alle sehr groß werden, 

80 läßt sich diese Summe näherungsweise in die Form der Gl. (5) 
bringen, wo)>ei nun p die Entfernung des Auf}iunktes vom Koordinaten- 
ursprung isc, und M und von der Richtung von q abhängen, btatt 
dessen läßt sieh übrigens such ecbreiben 

9^ SB ^ cos (A^ — äff ^« + c) für große q, 

wobei und c Funktionen der Winkel ^ und ca sind. 
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können auch fiktiv sein; z. B. können als (fiktive) Erregungspunkte, 
von denen man sich Kugelwellen ausgehend d* nkt. die Spiegelbilder 
der wirklichen Erregungspunkte in bezug auf eine lebte Wand in 
Betracht kommen. Denn die au der Wand reflektierten Wellen 
der wirklichen Erregungspunkte scheinen von den hinter der Wand 
gelegenen Spiegelbildern jener Punkt© herzukommen. Beide Arten 
von Erreguntr^imnkten zvis;iriimen, die wirklichen und ihre Spiegel- 
i)ilder ali iiktive, ergeben duich Cbereinanderlagerung der von 
ihnen auägesandten Wellen einen Bewegungszustand, bei dem 
dauernd an der als Spiegel dienenden festen Wand die Bedingung 

1^-0 erfüllt ist. 

Im allgemeinen müssen also, damit jene ümfonniing gilt, auch 
die festen Begrenznngsw&nde im Endlichen liegen und dürfen nicht 
unendlich ausgedehnt sein. Der einzige Fall, wo dies dennoch statt- 
haft ist, ist der Fall einer unendlich ausgedehnten Ebene, für 
welche — 0 ist, die also nach den über Fonn und Lage der 
ILöhre gemachten Annahmen einen unendlich ausgedehnten Seiten** 
flansch an der Böhrenmündung darstellt. Da die Lösung des Problems 
eine feste Begrenzimg des Raumes fordert, in dem die Wellen 
verlaufen, und die eben rrp^childertc Beprenzung die einzige ist, 
welche die einfache Form |^5j des (Teschwindigkeitspotentials für 
sehr ferne Punkte gewährleistet, hat Heimhol tz die angegebene 
ßöhrenform mit Flansch gewählt. 

72. Anwendung des Greenschen Satzes auf das Potential 

in den verschiedenen Teilen des Raumes. Die Behandlung 
des Problems, wiegen deren Einzelheiten auf die Helmholtzsche 
Originalarbeit, am besten in der Ausgabe von Ost walds Klassikern 
der exakten Wissenschaften, verwiesen werden muß, ist nun fol- 
gende: Es werden ans dem Gosamtraum, wie im vorhergehenilf n 
angedeutet wurde, einzelne passend gewählte Gebiete herausge- 
schnitten, die teils von festen Wänden, teils von nur gedachten 
Grenzflächen gegen die anderen Teile abgegrenzt sind. In jedem 
dieser Gebiete wird der Greensche Satz (l) bezw. {^2} oder das 
aus ihm abgeleitete Kirchhoff-li u_y gensscUe Prinzip auf das 
Geschwindigkeitspotential ^ angewandt, das für eine der beiden 
Funktionen <Z> oder W in diese Formeln eintritt, während für die 
zweite Funktion jedesmal eine geeignete, im flbrigen beliebig wähl- 
bare, andere Funktion gesetzt wird. 

1 Innenraum der Böhre von der Sbene der llTündung {x = 0) 
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bis zu einer damit parallelen Ebene, welche in der Kegion der 
ebenen Wellen liegt. Ks wird 

(8) W-^W, 0^GXMhx 

gesetzt, welche Funktionen beide der Gleichung (3) in Nr. 70 ge- 
nügen. Also gilt hier der Greensche Satz in der Form (2a) von 
Nr. 70. 

t' ^l' 

Nun ist nur an der Mündung und in dem unten gelegenen 
Querschnitt der Köhre von Nall Terschieden, dort ist es gleich — ^ , 

hier gleich ~\- — j denn die Norraalenrichtung ist dort — hier 

-\-x* An dem übrigen Teil der OberÜäche des betrachteten Eau- 

mes, die von feeten Wanden gebildet wird, ist ^ ^ 0. Also er- 

gibt sieh durch partielle Integration ulier die ganze Oberfluchü a*) 
aus (2 a) 



dn 

= — cos 2 nNi J -j^^^ — sin 2».Ar^ J de 

-\-Q(Ä cos kx — Bk sin kx) cos kx cos 2nNt 
^ Q'sdksmkx cos kx sin 2 aNt, 
Durch den darübergesetzten HorizontalBtrich (s. B. 9^* und 

-^j sollen die Werte bezeichnet werden, die in der Böhren- 
mfindnng gelten. Es sind offenbar die Bandwerte des betreffenden 



1) Im unteren Querschnitt hat die zu integrierende Funktion, da 
sie nur von nicht auch von y und s abhftngt, fär alle Elemente 
denselben Wert, also wird dort 

r*^^^ ^^'^A ^^^n 

"*wenn Q die Gruße des Quersclinitte ist. Für 'F ist dabei der Aus- 
druck (4 a), für coBkx zu setzen. An der Mündung ist x = 0, also 

dk^l - osO, und für !F ist der Ansdm^ (6) zu setzen, wo- 

durch die Werte W* und W** hineinkommen, die Funktionen yon 
y und g sind. 
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Gebietes an der nur gedachten Treonungäfiäche gegen das benach- 
barte. Gebiet. 

Der Qootient ||-^^ ist nur am srlmdmeb«.! TeU dM- 

Bölirenwaiid und in der Öffnung gleich NulL In dem innei-en 
Querschnitt hat er den Wert — ksiakXj denn n ist dort mit -^x 
identisch; und an dem nichtzylindrischen Teil der Röhrenwand ist 

3* d^dx a 7-7 o 
Wa-dirn^FH'^^ ismtxoo«/», 

weuu mit ß der Winkel bezeiclmet wird, den die nach innen ge- 
richtete Normale n mit der 4*^ 'Dichtung bildet. Vgl. Fig. 55a. 
Also wird 

(10) / '^ll dtf = — Q(A sin kx + kB cos kx) sin kx cos 2«2Sr« 
0*) 

— Qkfd cos Äfjc sin A;x sin 2nNt 

— Ä COS 'In^i I sin kx cos j3d<y 

— tsm2«.W^ 'P"**sin kx cos ßdo. 

Führt man diese beiden Integrale (9) und (10) in die Gl. (2a), 
den vereinfachten Greenschen Satz, ein, faßt die Glieder mit 
Bin27tNt und ebenso die mit cos2jriS'^/ zusammen und setzt die 
Koeffizienten von sin27i;A^^ nnd cos2^i\r^ einzeln gleich Null^), 
so erhält man folgende swei Bedingungsgleichusgen 

(H) = f^^^"^ f *^*»wi*«co8^<'ff, 

(12) 0= f^^d^ — ^ fw^&inkxcosßda. 

In beiden Gleichungen ist das erste Integral, wie durch den 
Strich über usw. angedeutet wird, über die Flüche der Mün- 
dung, das zweite über die feste Wand der Röhre m erstrecken. 
Diese zweiten Integrale sind aber nur dort von Null verschieden, 
wo cos ß und sin/ij- von Null verschieden sind, also nur an den 
nichtzylindrischea Teilen der Köhre. Bei reinzjiindrisuhen Röhren, 

1} Dies ist die einzige Möglichkeit, um die Gleichung iür alle 
Zeiten su befriedigen. 
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X 



Fig. 55. Zw«! T«nalii*d«M S"«»» d»r 



auch solchen, die oben bei — 0 
durch eine ebene Wand nniit einer 
Öffnung verschlossen sind, wel- 
che ]vleiner ist als der Röbren- 
(iuerschnitt (^i , (vjrl. Fig. 55 b) 
fallen diese zweiten Integrale 
ganz weg. 

II. Außen raurn auf Seite der 
positiven 07, begrenzt von der 
^^-Ebene und einer um den Ko- 
ordinatenursprung konstruierten 
Halbkugelfläche von großem 
Badias, di« in die Region (6) der Halbkugelwellen ftllt (Gebiet 7 
von Nr, 71). 

In diesem Baume soll die Fünktion <1> die Form baben 

(13) ^ ^ cos (A r — 27tm) ■\- ~ cos (Ar , — ^nNfy 

Äff 

Dabei ist r, die Entfemung des Punktes x^y^ des Auf- 
punktes, für den das Potential 9^ gilt, von einem gewissen Punkte 
dieses Baumes mit den Koordinaten ^, r , ist die Entfernung 

des Aufpunktes von dem Punkte mit den Koordinaten — 
der das Spiegelbild des Punktes «, /S, y inbezug auf die ^^-Ebene 
ist. <2> stellt somit das Geschwindigkeitspotential für eine von 
er, jJ, 7 ausfeilende und an der ^^-Ebene reflektierte Kugelwelle 
dar. Der Punkt — «, |?, der fiktive Enegungspunkt des zweiten 
Kugel wellensuges, liegt übrigens außerhalb des hier betrachteten 
Gebietes 7. 

Wendet man nun den Greeuschen Satz in diesem von der 
// - Ebene und der fernen Halbkugel l)0[:^renzten Kaum auf die obige 
i'uuktion (/) und das gesuchte Poteutial an, d;)s von der Form (6) 
sein muß, so ist zu berücksichtigen, daß zwar 'i* in diesem Raum 
überall stetig und endlich ist, daß aber O im Punkte «, |5, y wo 
r = 0 ist, unendlich wird. Man muß also bei der Ausführung der 

Ii D 

Integrationen in Gl. (la) bezw. (li) den Punkt «, /?, y und seine 
unmittelbare Umgebung ausschließen, z. B. indem man eine Kugel 
mit verschwindend kleinem iiadius um ihn hernmlcgt. Dadurch 
wird die Zahl der liogrenzungsflächen des Raumes um eine, näm- 
lich diese Kugeltläche, vermehrt, was bei der Auswertung derOber- 
llächenintegrale in Betracht kommt. Man erhält mit Btteksicht 
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hierauf darch Ausführung der Integrationen diA Besiehuag, daß 
unter diesen Umstanden der Ausdruck 



nicht gleich Null ist, sondern proportional dem Wert den die im 
Punkte «4 ßi y stetig bleibende Funktion ^ dort besitzt. Bei der 
besonderen Form, die (Z> hier hat, wird der Proportionalitätsfaktor 
gleich 23SCOs23C^^, so daß man in Gebiet 7 erhält 



Durch Ausführung der Integrationen an den verschiedenen 
Teilen der Oberfläche erhält man hieraus die Gleichung 



Hier ist das Oberflächenintegral nur noch über die Mündung 
der Böhre zu erstrecken; % bedeutet eine Konstante, die den Wert 
des Integrals über die weit entfernte Kugelfläche darstellt. 

Führt man nun in (15) für '1^ seinen Wert nach Gl. (6) ein 
und löst die Kosinusfunktion der Winkelsumme nach den be- 
kannten goniometrischen Formeln auf, so erhält man links Glieder, 
welche Quadrate und Produkte von cos27t-Ä^^ und sin2jciVf ent- 
halten. Drückt man diese durch cos lTrlVf und %m\7xl^t usw. 
aus, faßt die Glieder mit gleichem Argument der Winkeltünktionen 
zusammen und setTit dann einzeln gleich Null l) die von der Zeit 
unabhängigen Glieder, 2) den Faktor von cos ^:-t■N^^ 3) den Faktor 
von sin ^nNt^ so erhält man die drei Gleichungen 






(16) «-/ 



coB {kr, — 2 xNt) 
dx n 




Hier sind die Integrationen nur nuch üljt:;r die Köhreumundung 
zu eriU ecken. Uurch die beiden letzten Gleichungen (16) ist der 
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Wert TOn und für alle Punkte auf Seite der positiren x 

gegeben , wenn die Werte von — und — ^ — in der Öffnung der 

Köhre bekannt sind. Di^ erste der drei Gleicliuiigeii läßt sich 
übrigens ans den beiden anderen ableiten. 

Durch Einsetzen der aus diesen beiden (ileicluingen (16) fol- 
genden Werte und 5^^** in (6) erhält man nämlich 



(17) 



(") 

l i^a***8in(A;r — 2«JNre) , 
+ ^ — ^atf; 



und dies wiid, wenn der Punkt ft^y in große Entfernung rückt, 
und Polarkoordinaten 

a = ^cos(i>, j3 ^ ^ sino) cos ^ = ^ sin cd sdn d 

eingeführt werden, durch eine der früheren (vgl. Anm. auf S. 203) 
ähnliche Umformung zu 

(17 a) y cos (Ä^ — 2 «Ä^O - ^ 8"» (^e - 2 »J^O » 

wobei 



(18) 



1 CC iC ^* d \ 

--JiJJ ~* ^' - w **) ****** 

£ = iy sin cö cos 'ö' -|- sin ft) sin t>. 



Auch hier ist die Integration nur über die Mündung zu erstrecken. 

ni. In derselben Weise wird der Greenscbe Satz auf einen 
Raum angewandt, der zwischen einem Eöhrenquerschnitt im Ge- 
biet der ebenen Wellen und einer Halbkugelflttche im Gebiet der 
Kugelwellen liegt» Für die Funktionen und a> der Gl (2) 
wii'd y?"* und 'f** gesetzt; da diese beiden der Gl. (3) genügen, 
so gilt hier die Gl. (2 a), und durch Ausführung der Jntegrationen 
erWt man 



(19) Ü = ^®^-|-Ä; j'd(ü J*d&(M^ + Ifi*) sin a>. 
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IV. Zuletzt wird der Satz noch angewandt auf den inneren 
Raum der Röliro von der Mündiingsebene bis zu einem Querschnitt 
im Gebiet der ebenen Wellen. Für '^P' wird W*- und für 0 wird 
sinhx gesetzt. Auch füi- diese beiden Jj'unktionen gilt ül. (2a) 
und man erhält schließlich 

(20) Q^-^f ^ cos cos -f *^*<*<y 0. 

(ff) («) 
Das erste Integral ist über den nichtsylindriscben Teil der 
B-Öbrenwand anszndebnen, so weit daselbst cos ^ von Null ver« 
scbieden ist, das zweite wieder über die Böbrenmündung. 

78. Berechnung der Eonetanten in den Fotentialwerten, 
Bie so gewonnenen BesiebiiDgen, die Gleicbungen (11)« (12), (16), 
(18), (19), (20), fahren die Werte der Koeffizienten Ä, S, ®, 
Jf, Jtf| nnd die Werte der Funktionen und W** anf gewisse 

Integrale zurück, in denen nur die Werte vorkommen, w eiche 
und W** sowie ihre Differentialquotienten teils in der Röhren- 
mündung selbst, teils in dem nichtzylindrischen Täl der Röbren- 
wand haben. Diese Ausdrücke vereinfachen sich wesentlich, wenn, 
wie angenommen wird, die Dimensionen der Mündung und die 
Länge des nichtzylindrischen Teiles der Böbre verschwindend klein 
sind gegen die Wellenlänge. 

Tn diesem Fnllfj ist ks klein gegen 1. Vernachlüssicrt man 
Größen von der Ordnung gegen 1, SO gehen die Gleichungen 
(11), (12) und (18) über in 

(IIa) AQ^ /l^^^. 

(12 a) 0- J'^^^^'-^^J ^**«cos/S(iai, 



(18a) ^Ij 



dW^ , AQ 

dX 2 TT 



Ferner rcduziei't sich der Wert von 31^ auf vorsobwindend 
kleine Größen, kann also neben M vernachlässigt werde n nu 1 (19) 
ergibt, da M dann unabhängig von den Winkeln -O- und a wird, 

(19a) ^1BÖ--2«ftlf* 

Aus (18) und (I9a) folgt 

(21) ö = ÄJIf 
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und schließlich aus (20) 

( 20 a) QB — f^dc --Jw^eoi ßdü, 

das erste Integral über die Öffnung, das zweite über den nicht- 
zylindrischen Wandteil der Röhre erstreckt. Ji läßt sich hieraus 
nicht genauer bestimmen, nur seine Größenordnung im Vergleich zu 
Ä läßt sich teststeilen. Zunächst ergibt sich aus den obigen 

Gleiehungen, daß AQ~2TtM und bW* Größen von gleicher Ord- 
nung sind. Aus (2()a) folgt, daß QB gleich den Werten von ^* 
integriert über eine Fläche von der Größenordnung Q ist, also selbst 

▼on der Größenordnung ist. Daher ist B von der Größen- 
Ordnung ^ oder — oder X«, wenn Q YOn der Größenordnung 

«* ist Das Verhältnis hängt Ton der Form der Mündung ah, 

aber nicht merklich von so lange die Lineardimensionen des 
Querschnitts Q und die Länge des nichtxylindrischen Teües der 
K9hre hlein sind gegen die Wellenlänge. 
Setzt man 

(22) B -^tgÄa, 

wohei offenbar tgA a von der Größenordnung Xie, also klein gegen 
1 ist, und ftthrt nun die Größen B imft S3 nach (21) und (22) 
in den Ausdruck (4 a) in Nr. 71 fär das Potential der ebenen 
Wellen in der Tiefe der Böhre ein, so erhält man daselbst 

(23) ^f-»r^^sinJfc(«-«f)oos2wJV^*— 4^cosJfca;8in2jtL2V'*. 

Die zugehörige Potentialtunktion an den weit entfernten Stellen 
des freien Kaumes wild mit dem Werte (21) für M nach (ö) 
bezw. (17 a) 

(24) ^^-^^ co8(^g-27riy<) 

Hierbei bedeutet A eine willkürliche Amplitudenkonstante, 
und tt eine Größe, die für jede Röhrenform besonders bestimmt 
werden muß, die sogenannte Mündungskorrektion. 

74, Iiago der Knoten und Bftaolne in der Böhre. Beda- 
■texte Böhrenli&Dge. Yomehmlich interessiert uns das Potential ^ 
im Innern der B&hre, weil aus ihm der Bewegungszustand daselbst 
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zu erschließen ist. Wie sieb zeigt, sind dort ebene stehende Wellen 
vorhanden, aber die Schwingungsfigur, das Momentbild der Schwin- 
gung, wenn man so sagen darf, in einem Längsschnitt der Rohre 
hat nicht die einfache Sinusform, wie bei der elementaren 
Theorie. Das kommt daher, weil die Grenzbedingungen an der 
öffanng andere sind. Die Grenzbedingungcn am inneren Bohren- 
ende kennen Itbrigens noch beliebig gewShlt werden; es kann dort 
ein fest geschlossenes Ende sein oder die ebene Verschlnßplatte 
kann daselbst erzwungene Schwingungen ansfOhren, durch welche 
die Wellen in der Böhre erregt werden. Im ersten Falle muß die 
Erregung der Wellen im Außenraum erfolgen, Kötig ist nur, daß 
die Erregung immer so beschaffen ist, daß irgendwo im inneren 
Teil der Böhre ebene stehende Wellen entstehen. 

Aus dem Potential l&ßt sich der Bewegnngszustand, die Starke 
und Phasen der in der Böhre erregten Schwingungen fElr ver- 
schiedene Erregungs weisen ableiten; femer l&ßt sich die Schwin- 
gungsfignr, d. h. die Lage der Maxima und MiwiwiA. (Bäuche und 
Knoten) der Geschwindigkeit, der Verdiclitung usw. und die davon 
abhängige Höhe der „Eigentöne" oder besser der „Töne stärkster 
Besonans'* der Böhre bestimmen. Die Geschwindigkeit ist 

(26) u= co8]ba ^^k{x — (ii)coz1inNt-\-—~^ sixikx^2nNt. 



Dieser Ausdruck läßt sieh schrdben 

dx 



(25 a) tt - 1^ - /cos {2%m 1), 



wenn man setzt 



(26) 



r C08*]fea ' 4«" ' 



2«cotik(« — a) 

Die Werte x x\ fSr welche ein Maximum oder Minimum 
wird, ergeben sich aus der Gleichung * 

(27) tg2»(«-«)^ 7— 



Daraus folgt wegen der Periodizität der Taugenstunktion mit 
der Periode », daß die je'- Werte um die Strecke ^ = ^ i ^ ^- ^ 
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eine Viertelwellenlänge auseinanderliegen. Ist die kleinste 
Wurzel der OL (27), so smd sämtliche Wurzeln dargestellt durch 

(28) ^'-x^^a\^x^-\-^. (a = 0, 1, 2 . . .) 

Das ist dasselbe Resultat wie bei der elementaren Theorie, nur 
hat einen anderen Wert als dort. Es folgt dabei natllrlieh immer 
auf ein Maximum ein Minimum usf., sodaß die Maxima um eine 
halbe Wellenlftnge voneinander entfernt sind und ebenso die Minima. 

Die erste Wurzel jr^, also die Entfernung des ersten Geschwin- 
digkeitsminimums (Knoten) von der Mflndung, ist nicht gleich einer 
YiertelweUenlftnge wie in der elementaren Theorie, sondern kleiner, 
Sie ist leicht zu berechnen, wenn man u kennt. Ist, wie immer 
angenommen werden soll, I^Q eine unendlich kleine Größe, so 
kann man nftherungsweise die rechte Seite von (27) gleich Null 
setzen und diese Gleichung wird dann einfacher 

(27a) tg 2Ä:(a:' — a) = 0. 

Danach wird ein örtliches Maximum 



(29) 



^lc(x — a) = 2 0«, (o = 0, 1, 2 . . .) 



wenn 

.also cos k{x — «) d: 1 
ist; und wird ein (örtliches) Minimum 

min 4« 

(^^) wenn 2 ik («' — «) = (2a + 1)«, (a«0, 1, 2...) 

also cos k{x — «) — 0 

ist. Die Minima (Knoten der Geschwindigkeit) werden also nicht 
Null, wie iu der elementaren Theorie, sondern nur sehr klein von 
der Ordnung l'*Q. 

Das erste Maximinn (Oeschwindigkeitsbaueh ) mit a = 0 würde 
bei X — c(, also, da a po.sitiv ist, bereits außerhalb der Röhre vor 
der Mündung liegen. Es ist das die Stelle, welche in ihrem Be- 
wegungszustand der Mündungsebene in der elementaren Theorie 
entspricht. Rechnet man die Lage der Knoten und Bäuche von 
dieser Stelle x = a, siaLt von der Mündungsebene x = 0 ab, so er- 
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hält man die von der elementaren Theorie her betanaten Be- 
ziebuugen. Helmlioltz nennt die Strecke a~~x die reduzierte 
Länge des B/ohreustückes x^). 

Die Schwingungsphasen für Maximum und Minimum 
sind verschieden, sie liefen um eine Viertels chwingungs- 
dauor auseinander. Dies Resultat weicht vollständig von der 
elementaren Theorie ab, bei der ja alle Punkte des ganzen liineTi- 
raumes der Köhre stets gleiche Phase haben. Es folgt aus Gl. (2ö aj 
und (26j. Am Orte der Maxima lüäuche) der Geschwindigkeit 
wird nämlich tg t verschwindend klein von der Ordnung k^Q, da 
dort cos k{x~a) = ;^l ist; also wird die Phasenkonstantt; r aTt. 
Am Ort der Minima (Knoten) der Geschwindigkeit wird nahezu 
tgr — oo, da dort cos A; (a? ~ «) — 0 ist; also wird T—(a 

Für Verdichtung s ergeben sich ganz entsprecfaeade Sitxe. 
Es wird 

1 Ä 



(31) 



s=-» — -r -gl- " sia k(x — a) sin2ff^^ 



ÄOk* 



Dies Iftßt fdeh sebreiben 

(31a ) 5 ==i sin (27tA"^ -f- r ), 



wenn 



(32) 



igt 



^ "I Aip*^(^ — «) , ' coB*kx 
e V ew*ka 4«« » 

k*Qcoakxco8ka 



intinkix — a) 

gesetzt wird. Die BedinguriL^sprloichunp für die Lage der Maxima 
und Minima von ist dieselbe wie für die von J^. Die aus- 
gezeichneten Werte der Verdichtung fallen also mit denen der Ge- 
schwindigkeit zusammen, aber in der Weise, daß örtliches Maxi- 
jiiuin der Verdichtung auf Minimum der Geschwindigkeit fällt und 
umgekehrt ^). 

1) Dabei ist zu beachten, daß die Röhre hier aul^ Seite der ne< 

fativen x liegt, so daß also — x eine positive Qxöße, « — x also die 
nmme zweier positiven Größen ist. 

2) Nach Anmerkung 34 in der Ostwaldschen Klasukerauägabe 
der Helmholtsschea Abhandlung folgt diese KeziprosiUt am einfach- 
sten daraus, daß der Wert der Summe c*7.* -[-«/* von x unabhängig 
ist, so daß, wonn J in dieser Summe ein Minimum ist, L ein Maxi- 
mum sein muij uäw. 

KAlihne: AktuUk IL 16 
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An den Orten der Mazima (Bftnohe) ist ig x *-> 0, oder eigent- 
lich nur Tereohwindend kleini also wird dort t'— a^r. An den 
Orten der Minuna (Enoten) ist tg t' = oo, da dort sin ]t(«— «) 0 
istt also wird dort » (a + ^)*- Auch bier liegen die Phasen 
um eine Yiertelschwingung anseinander. Man kann nnn auch die 
Werte, ^velcbe Verdichtung und Geschwindigkeit an diesen Bauch- 
bezw. Knotenstellen haben, hinschreiben: 



(33) 



Knoten TOn ul *~±eeSt««*"'^''^'» 



(33 n) 



BnnehTou«] .._^ ^<?t'co.t« 

(, jlOi'eoita . ... 

Baneb Ton n I *-± i^e — eo82»JV<, 

iKnotenvonsj „_^^_j<„a„jv,. 



An diesen ausgezeichneten Stellen haben also Verdichtung 5, 
sowie Druck iß und Geschwindigkeit U gleiche Phase; ihre Maxima 
fallen zeitlich zusammen und ebenso ihre Minima. Diese Phasen- 
gleichheit besteht aber nur für die Bauch- und Knoteiistellei]. An 
allen zwischenliegenden Punkten, wo weder sinA;(a; — a) noch 
cos nahezu Null sind, sind sowohl tg % als auch tg x beide 

sehr kleine 6r5fien, und es wird deshalb dort nahezu 

(34) Ä = isin2Ä^^, tt«=/cos 2;ciVf, 

wobei die allgemeinen Werte von X und J nach Gl. (32) und 
(26) einzusetzen sind. An allen diesen Z?nschenpnnkten sind also 
die zeitlichen Maxima Yon Verdichtung s (bezw. Druck j») und 
Geschwindigkeit tt um nahezu eine Viertelschwingung auseinander. 

75. Bewognngmstaiid und Form der Wellen in der 
Hohre. Die Bewegung ist ziemlich kompliziert. Zu ihrer genaueren 
Feststellung muß man den zeitlichen Verlauf betrachten. Bisher 
sind nur die Stellen bestimmt worden, wo die größten und klein- 
sten überhaupt vorkommenden Verschiebungen und Geschwindig- 
keiten, sowie Dichteänderungen stattfinden, die Bäuche und Knoten; 
und die absolute Größe dieser Maximal- und Minimalwerte ist in 
den Gleichungen (29) und (30) für die Geschwindigkeit angegeben. 
An'^ (33) und '33a) sind diese Werte ebenffills sofort zu ent- 
nehmen, auch lür die Diebteänderung; es sind einlach dif Ampli- 
tuden der dort stehenden Binus- und Kosinusfunktionen der Zeit. 
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Man darf nan aber niclit annelimeii, daß zu alleii Zeiten an 
den Bftuchen die Bewegung größer, an den Knoten kleiner ist als 
an allen anderen Stellen. So ist es zwar bei den stebenden ebenen 
Sebwingongen der elementaren Tbeorie, aber bei der bier Yor- 
liegenden Bewegnng trifft dies nicbt zu. Bildet man Homentbilder 
der Sdiwingnngen tu yerschiedenen Zeiten, so liegen die Mazima 
der Bewegung und die Minima keineswegs immer an den Baucb- 
11 nd Knotenstellen, sondern auch an Stellen dazwischen. Die Mazima 
der Yerschiehung und Hesch windigkeit, und zwischen ihnen die 
I^Tinima, gleiten als Welle die Köhre entlang; zu gewissen Zeiten 
treffen sie dabei an den Bauch- hezw. Knotenstellen ein. Und es 
zeigt sich nun, daß sich ihre absoluten Werte beim Vorwärts- 
schreiten ändern. Immer wenn ein Xaximum an einen Bauch 
kommt, nimmt es besonders hohen Wert an; ein Minimum nimmt 
hpsontlers kleinen W(^rt an, wenn es an einen Knoten gelangt. Das 
iintsprecliende gilt für die Maxima und Minima der Verdichtung. 

Dieses Verhalten ergibt sich aus der Form des Potentials für 
das Kohrinnere. Die Schwingungsfigur zu irgend einer Zeit ist die 

KmTe^ welche die Geschwindigkeit u =- als Funktion von x m 

dieser Zeit darstellt Sie ist nach (25) in Kr. 74 zu konstruieren. 
Die Lage der Maxima und Minima dieser Kurve ergibt sich durch 

Auflösung der Gleichung = 0 nach x. Statt dessen kann man 

die Gleichung W^O benutzen und nach x auflösen; denn in diesem 

Gebiete der ebenen Wellen gilt ja die Gleichung 5— ^ -j- A;^*?"— 0. 

Man iia f also die rechte Seite von (4 a) in Nr. 71 gleich KuU zu 
setzen und erhält die Gleichung 

(35) cos 2nm sin kx + (BeoB^itNi + ©sin 2« JT«) cos fco? « 0 . 

Daraus folgt für die momentane Lage x der Extremwerte die 

Gleichung 

(3öa) tghx-^igka + ^iginNi, 

wenn man die Werte für B und S3 nach Gl. (22) und (21) in 
Nr. 73 einsetzt. Mit Rilcksicht darauf, daß k^Q und Jca kleine 
Größen sind, ergibt sich hiernach folgendem Verhalten. h'Qx t='0 
geht (35 a) über in 

(36) ifikx^igk« 

16* 
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Zar Zeit t 0 liegen also die Extremwerte der Qeschwindig- 
keit it da, wo lex = lca±an ist Daraus ergibt sicli speziell, die 
Lage X der Maxima und Minima: 



(37) 



Maxima von u bei x^a- 



2an 



Minima von u bei«— «—-^--^^——»«—(20 + 1)5 



för 




wobei a -» 0, 1 , 2 ... ist. 

Diese Lösung der Gl. (36) ist natürlich oline weiteres bekaunt. 
Mao kann sie graphisch erhalten, indem man die Kurven r] = tgkx 

und riQ^i^ka als Funktionen 
der Abszisse x oder bequemer 
der Abszisse /. v = | auftr&gi. 
Die Abszissen der Schnittpunkte 
beider Kurven bezw. Kurven- 
^ ^ scharen sind die gesuchten | 
^ bezw. X (Fig. 56). 

Wichst nun i von Null an 
ZD einem anderen Wert^ bo bleibt 
die Konatniktion bestehen. Ins- 
besondere bleibt die Eurren- 
schar 17 — tg I nnverilndert; nur 
dieKnrve nf ändert sieb, sie bleibt 
aber eine Gerade nnd zwar Paral- 
lele zur t-Achse, deren Abetand 
von der I-Aehse mit wachsendem t erst langsam, später aber immer 

schneller wächst, bis t ^1» b. gleich einer Viertelscbwingungs- 

dauer geworden ist. Daun ist ihre Entfernung =^ 00 . Bei diesem 

Emporsteigen der Geraden V«-tgjS:a+ tg2itNt verschieben 

sich ihre Schnittpunkte mit der Kurvensebar 1; = tg I x nach wach- 
sendem X hin und z^var alle gleich viel, so daß ihr gegenseitiger 

Abstand gewahrt bleibt wenn |, ~ wenn x Abszisse ist^. Diese 

Verschiebung erfolgt anfangs sehr langsam, da ifc'Q sehr klein ist 
Ull i f g 2nNt bei kleinem i nur proportional t wächst, so daß die 
Gerade anfangs nur langsam emporsteigt. Erst wenn t größer 

T 1 

als die Achtelperiode ^= ^ geworden ist, steigt die Gerade 1/ 



Y'Ht- &6. Graphische LöBanf( der Oleichuog 
(36) bosw.(85 a) zur Bestimmung der augan* 
MioklielMn Lage der Maxima und Mliüma 
dw Q«aehwiadigkelt der Loftteilchen. 
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schneller und verschieben sich ihre Öchuittpunkte mit 7^ = lg /tx 

T 

schneller vorwärts. Bei ^ j ist die Geschwindigkeit dieses Vor- 

rllckens am größten. Sie wird dann wieder kleiner und in der 

T 

Gegend von - wieder sehr klein. Dann beginnt wieder dasselbe 

Spiel wie Yon ^ 0 an. Die Abszisse q der Schnittpunkte der Kur- 
ven 1] und T}' geben nun die momentane Lage der Extremwerte 

der Geschwindigkeit it be/w. der Verschiebung ff der Luftschichten 
an. Die oben geschilHf^rte Art des Vorrüokens gilt also für die Be- 
wegung dieser Extremwerte (Maxiiiia und Minima) in der lu'jlirp. 
Eine ganz analoge Betrachtung zeigt, daß auch die Extremwerte 
der Verdicluung sich in dieser spininghaften Weise Yorw&rts be- 
wegen. Bei diesem Fort- 
schreiten ändert sich nun 
auch, wie; schon bemerkt, 
die absolute Größe dieser 
ausgezeichneten Werte. 
Sie ist am größten wäh- 
rend des Stillstandes, am 
kleinsten während des 
schnellen Yorwärtseilens, 
wie man leicht erkennt, 
wenn man z. B. in (25) 

bezw. (25a) <»0 oder 

7' I 

^ = iTÄr setzt. Man 

erhult dann den größten 

überhaupt möglichen 
Wert, den u annehmen 

kann. Das Entsprechende 
ist an oh für Verdichtini if 
und Jinn-k nachweisbar. 
T^h I lgen s ist die fortschrei- 
tende Bewegung von Ver- 
dichtung und Druck in 
der Phase um eine Viertel- 
periode gegen die Bewe- w«. 57. 

, • r 1 Fortbewegung der Wellen in der Röhre ; /l Wellt'ii- 

gung VOU üeScJiWinaigkcit läng«, r Scliwingungiperiodo, t eingogearklciaet 

und Verrüeknng der Teil- Z^tlaterrrtl. 01« Foi«b«wegaiig Mfolgi bmpl- 

chen verschoben. lioliIWi in d» kaM Zeit von Us -^t. 
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Bildlich läßt sich der Vorgang noch besser erlftntern; er ist 
schematisch in Fig. 57 dargestellt. Der Vorgang ist derselbe, wie 
er auf einer Wasseroberfläche zu sehen sein würde, wenn die Wellen 
nicht gleichmäßig mit Beibehaltung ihrer Höhe fortschreiten, son* 
dem wenn sie sich plötzlich emporbäumen, eine Reihe von hohen 
Kämmen bildend, die längere Zeit nahezu bewegungslos an 
ihrpm Orte verhairen; dann plötzlich auf geringere Höhe zusam- 
mensinken, dabei aber schnell um ein*^ halbe Wellenlänge vorwärts 
eilen; an dem neuen Platz angekommen sich wieder bis zu voller 
Höhe emporbäumen und so daselbst einige Zeit verharren, bis das 
Spiel wieder weiter gebt. Das ist das Bild, welches man sich nach 
der Helmholtüsuheu Theorie von dem B^wegungszustand der 
Luft in einer mit der Außenluft kommunizierenden Röhre zu 
machen bat. Es weicht sehr erheblich von der gewöhnlichen Vor- 
stellung Mb. 

76. Miindungskorrektion veröchiedener üöiireu. Trotz 
dieser Abweichung in der Bewegungsform, die darin ihren Grund 
hat, daß bei der offenen Böhre ein dauernder ]Bnergieaustausch 
mit der ftoßeren Atmosphftre stattfindet, sind die Kigenscbaften, 
welche die Helm holt zsche Theorie für eine solche Röhre er- 
gibt, nur wenig yon denen der elementaren Theorie verschieden. 
Der Haaptanterschied ist der, daß das erste Geschwindigkeits- 
mazimum (Verdiehtungsknoten) nicht in der Mflndnng liegt^ son- 
dern um die Strecke a nach außerhalb yerschoben ist, woraus sich 
eine scheinbare LSngenSnderung der Röhre (Vergrößerung der Lftnge 
um a) ergibt, die fllr die Berechnung der Wellenlänge und damit 
der Eigenschwingungszabl der Röhre als Pfeife in Betracht kommt. 
Diese Strecke or, die Mündungskorrektion, hängt übrigens 
außer von der Gestalt der Röhre noch von der Schwingimgszahl 
ab, und hat deshalb für die verschiedenen Partialtöne einer Riöhre 
verschiedene Werte. Die Berechnung der Werte von a fÖr ver- 
schiedene Röbrenformen läßt sich ausführen, muß aber hier wegen 
Kaummangel wegbleiben. Helmholtz hat dabei auch eine Röhren- 
form gefunden, für welche die MündungskoiTcktion a Null wird, 
wo al«o der erste Verdi Ii tungsknoten tntsScblicb in der Mündungs- 
ebene 1 i pgt. Diese üöhre ist au der Mündung schwach trompeten- 
artig erweitert. 

Ist jR der Raduib der Öffnung, li^ der Radius des zylinfli Ischen 
Teiles der Röhre, so ergil)t sich mit Vernachlässigung kleiner 
Größen die Mündungskorrektion 
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(38) 



2B 4 



Für eine rein zylindrische Bohre, bei der B^^E ist, wird 
danach 



Die Korrektion wird Null, der erste Sohwingungsbauoh liegt 



ist Das liefert die trompetenartig erweiterte Mündungsform. 

Nach der Helmholtz sehen Theorie läßt sich nun auch die 
Besonanz der Röhre bei verschiedener Art der Schwingiingserre- 
gung behandeln. Ein solcher Fall ist der, wo das innere Ende der 
Röhre durch oine bewegliche ebene Platte verschlossen ist, die 
unter der Wirkung äußerer Kräfte erzwungene Schwingungen aus- 
führt und in der eingeschlossenen Tjiift ebene Wellen erzeugt. Kr 
ist auch nach der elementaren Tlu i rK zu behandelo. Der andere 
Fall dagegen, daB die Erregung durch eineii vun außen kommen- 
den Wellenzug erfolgt, ist für die elementare Theorie unzujTäng- 
lich; auch der dritte Fall, bei dem die Erregung irgrinivvo im 
liiiiern der Röhre durch eine dort angebrachte Schallijücllo erfolgt, 
läßt sich ebenfalls nach Helmholtz behandeln, wenn nur die Er- 
regung an einer solchen Stelle erfolgt, daß sich lu der Tiefe der 
Röhre noch ebene Wellen ausbilden können. Alle drei Fälle führen 
übrigens zu demselben Ergebnis, dafi die Resonanz ein Maxi- 
mum ist, wenn die Liinge der Böhre yom unteren ge- 
schlo.ssenen Ende an bis zu dem fiktiven oberen Ende 
bei x^a ein ungerades Vielfaches derYiertelwellenlttnge 
des erregenden Tones ist In allen drei F&llen liegt an dem 
unteren geschlossenen Ende ein Knoten der Geschwindigkeit (Bauch 
der Verdicbtung), doch ist dies im ersten der drei Fälle nicht eine 
SteUe absoluter Buhe, sondern nur eine solche geringster Bewe- 
gung. Ist die Röhrenlftnge 2, so ist zur Berechnung der Wellen- 
länge der Eigenschwingung die reduzierte lünge ^ -f- a zu benutzen, 
im übrigen gelten die aus der elementaren Theorie her bekannten 
Beziehungen (ygl. Nr. 85 ff.). 



(39) 



a = ^ = 0,7804 JB. 




B = J2iy2 = 1,4142 i?^ 



I I 



^ by Google 



222 



Die gleiche Theorie lädt sich auf die als Resonatoren dienen- 
den kubischen Pfeifen anwenden, d. h. auf gasgefßllte Hohlrilnmp, 
die nach allen drei Dimensionen annähernd gleich ausgedehnt sind 
und die durch eine oder mehrere kleine Ottiiunr^'^ii in der Wand 
mit der Außenatmospiiäi e lu Verbindung stehen. iLaiimmangel 
verbietet hier die Darstellung dieser Anwendung ^ ebensü wie ein 
näheres Eingehen auf die etwas anders durchgeführte Kesonatoren- 
theorie von Kirchhoff^) und von Lord Eayleigh.^j 



1) G. Kirch hoff, YorleBungen ubermafhematiicheFlijiik^ipiig 
1883); I. lid. (Mechanik 1 21 Vorl. S. 334. 

2) Loid Eajieigh, Theoxy of Sound, Bd. II§ dOSff. 
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Schernngskraft 8. 
Schubkraft ^ 
Schubspannung 
Schulze, F. A. 22. I 
Schwingtmgeu, ge- ! 
dämpfte , von Stäben 

m i 

Schwingungsbäuche u. > 
-knoten bei Saiten- ' 
Schwingungen 57. üiL 
OL 

— bei StabloDgitudinal- 

schwingungen b!L 6(L 

— bei Stabtorsions- 
echwingungen QiL 



Schwinguugäbäuche u. 
-knoten bei Stabquer- 
schwingungen iääff. 

— offener Pfeifen öiL21Ä. 
Schwinguogsügur von 

Saiten Ml 5& 

— der Stäbe IMx 

— der quadratischen 
Membran IM} ff. 

— der Kreismembran 
163 ff. 

— kreisförmiger Platten 

— quadratischer Platten 
lafiff. 

Schwingungsform bei 
beliebigem Anfangs- 
zuBtand üJL 

— in offenen Röhren 21h. 
Schwingungsphase in 

offenen Röhren 21^ 

Schwingungszahlen, re- 
lative, der Kreiemem- 
bran Ififi. 

— , — der quadratischen 
Membran 167. 

Seebeok, A. ISfi. 

Spannung, elastische iL 

Stab, fest-fester \'2l. 

— , frei-freier 122 ff. 

— , fest-freier 125. 

— , drehbar gelagerter 
(angestemmter) 187. 

Stabquerschwingungen, 
stehende 119 ff. 

Stäbe, Biegungsschwin- 
gungen von IflBff. 

— , Energie der Bie- 
gungsschwingungen 
von 112 ff. 



Stäbe, Grenzbedingun- 
gen bei Biegungs- 
schwingungen ^ la ff. 

Strehlkc, F. lüfi. 
Superpositionsprinzip IL 

Tensor 

Tcnsorkomponenten LL 

TeuBOrtripel SL 

Torsionsmodul Ifi. 

Torsionsschwingungen 
ai. 4L filL 

Toraionswellen 2!L 

Translation L 

Transversalschwingun- 
gen äS. 

— von Saiten 23 ff. 41, 
bl^ (iL 

— von Stäben IM ff. 

Voigt, W. Ifi. 
Volumenmodul Ifi, 

Weber, IL L IM. 
Wellen IL 

— , auf unbegrenztem 

Stab (Saite) LL 
— , auf begrenztem Stab 

(Saite) 4L 4fiff. 
— , Reflexion der iL 
— , stehende 
— , ebene Slff. Ifi. im. 
— , kugelförmige Söff. 

202 ff. 

Young scher Modul Ifi. 
ULlfia. 

Zylinderfunktionen 
Ifiaff. 
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Auerbach, F.. Physik in gr a j^hiVchen Daretellungen. 1373 Figuren 
auf 213 Tafeln mit erläuterudem Text. [X, 218 u. 28 S.] 4. 1912. 

(jleh. M 9. — , in Leinwand geb. ^€ 10. — 

Brill. A.. Vorlesungen »ur Eiulüiirung in die Mechanik xaum- 
exfflllender MaBsen. Hit 27 Figaran. [X u. 286 S.] gr. 8. 1909. 
Geh. 7.—, in Leinwand geb. JC 8.— 

das Belativitätsprinzip. Eine Etnfflhrunfir in die Theorie. Mit 

6 Figuren. (Sonderabdruck an? Band XXI des Jahresberichts der 
Deutschen Mathematiker- Yeremigong.) [VI \l 3U S.j gr. Ü. 1912. 

Geh. M 1.20. 

Bryaiij Gr. H.. Thermody namics. Au introductory Treatise dealing 
mainly with firtt Prin ciples an iheir diiect Applicationa. In eng- 
lischer Sprache. [XI7 n. 204 8.] gr. 8. 1907. Geb. JC 7.^ 

Burkhardt, H., Entwicklungen nach oszillierendenFunktionen 

und Into^ration der Differentialgleichungen der miithe- 
matischen Physik. Bericht, erstattet der Deutschen Mathematiker- 
Vereinigung. [XII, m u. 1804 S.] gr. 8. 1908. In 2 Ualbbänden. 
Geb. je «4^ 80.— 

Bberty H., Lehrbuch der Physik. Nach Vorlesungen an der Techni- 

scheu Hüclipchule zu München. Tn 2 Bündoii. I. Punc], Mechanik. 
Wärmelehre. Mit 168 Abbildungen. [XX u. ü61 b.J gr. 8. 1911. 
In Leinwand geb. 14. — . [II. Band unter der Presse.] 

Grimsehi; Lehrbuch der Physik. Zum Gebrauch beim. Unterricht, 
bei akademiBchen Vorlesungen und sum Selbststudinm. 2.,Tennebzte 

Auflage. Mit 129G Figuren, 2 farbigen Tafeln und einem Anhang, 
enthaltend Tabellen physikalischer Konstanten und Zahlentabellen. 
fXVIu. 1262 S J gr. 8. 1912. Geh. J(f 15. -, in Leinwand geb. 16. - 

Hamely Q.y elementare Mechanik. Ein Lehrbuch, enthaltend: Eine 
Begründung der allgemeinen Mechanik; die Mechanik der Systeme 
starrer Körper; die synthetischen und die Elemente der analytischen 
Methoden, sowie eine Einführung in die Prinzipien der Mechanik 
deformierbarer Systeme. Mit 2G6 Figuren. [XVIII u. 634 S.] gr. 8. 
1912, Geh. JC 16.—, in Leinwand geb. JC 18.- 

Kielb&uee]^ £. A.^ die Stimmgabel. Ihre bchwiuguugsgesetze und 
Anwrndnngen in der Phyiik. Eine anf fremden Untarfnehnngen 
fußende Monographie. Mit 94 Figuren. [VIII n. 188 8.] gr. 8. 1907. 
In Leinwand geb. JC 6.-- 

Slein^ W.y und A. Sommerfeld} über die Tbeorie des Ereiaels. 

4 Teile, gr. 8. 

I. TpII. Die kinematiBchen und kiiiotisclicu (irundlagon derTheorie. 

nv 11. nti; .s.j j v-v cah.jf. s.eo, gei). f..C(i, 

II. — i> u rc Ii f Uli ru n g der Theorie im F&ilo des schweren symme- 

t riaclion KreiBelB. [IV u. 315 8.] 1898. Geh. 10. — , geb. 11.— 
XIL — Die «tOrenden Üinfiasae. Astnmömitolie und g«ophjiik»liM>lie An> 

■Wandungen. {W v. 147 8.] 1908. Geb. 9.— , geb. .it 10.— 
IV. — Die tech n i 8 eil on Anwendungen der Kreiaeltheorie. Für den 

Druck beftrbeitek und erglLnat von Fritz Noether. [IV u. S. 761— 966.J 

1910. G«li. 0..-, in Ldnw. gab. «4C 9.— 
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Kohlrausch, F., Lehrbuch der praktiachen Physik. 11., stark 
Termehrte Auflage des Leitfadens der praktischen Physik. Mib 
400 Figuren. [XXJaH n. 786 8.] gr.8. 1910. In Lüinwaad geb. Uf( 11.- 

kleiner Leitfaden der praktischen Physik. 2 , vermehrte 

Auflage. 6.— 1 0. Tatiseiul ^Tit zalilreichen Figuren. [XVIII u. 268 S.] 

^r. 8 1907. In Leinwand geb. Ji 4. — 

lianchester, F. W., Aerodynamik. Ein Gesamtwerk über das Fliegen. 
Aus dem EDglischeu übersetzt Ton C. und A. Hnnge. 2 Bände, gr. 8. 
In Leimruad geb. 

I. Baad. ^lit Anliikngeu Übor <lii' Ooschwindigkoit und ^on Impuls 
von Suhailwellen, Über die Thoori« des Segel fluges uaw. 
Mit 16S Figuren und 1 Tafel. {XIV n. :)G0 S] im Geh. JL 18.— 
IL — Aerodonotik. Mit Anhinf«tt Aber di« Tlieorl« aad Aaweii- 
dnng des Oyroskope, (Iber d«n 91og der Oeaebotae mw. Kit 
208 Figuren und einem Titelbild. [XIV u. S87 S.] ItfU. Geb. JC VL— 

Iieoher, E., Lehrbuch der Physik fiir Med!7i'ner und Biologen. 
Mit 499 Abb. [VII u. 461 S.] gr. 8. Ueh. Ji 8. lu Leinw. geb. JL 9.— 

liorentz, H. A.^ Abhandlungen über theoretische Physik. Jn 
2 Bänden. Band L Mit 40 Figuren. [IV u. 489 S.] gr. 8. 1907. 
Geb. M 16.—, in Leinwand geb. M 17. — . [Band II in Voxbereitung.] 

Versuch einer Theorie der elektrisehen und optiechen 

Erscheinungen in bewegten Körpern. Unverrtnderter Abdruck 
der 1895 bei E. J. Brill in F.eiden erschienenen I.Auflage. [ÜI u, 188 S.] 

gr. 8. lOOG. Tn Leinwand geb. Jt 3.20. 

A. üiusteiu. H. Minkowslci| das Relativitätsprinzip. Eine 

Sammlang von Abbandig. [lY n. 89 S.j gr. 8. 1918. Geh. ca. Jt 8.60. 

MaareolongO) B., theoretiecbe Hechanik. DeatocfavonH.E. Timer- 
ding. In 2 Bänden, gr. 8. 

L BAnd. KiBenifttik und Statik. Mit 110 Fignxoi. [Vm n. a) 1911. 

Geh. JL 10.- , geb. M ll.~ 
IL — Dynamik und Mechanik der deformierbarcn Körper. Hit 
38 Figuren. [YU a. M4 8.] 1912. Geb. M. 10.—, geb. JL 11.— 

Ferry, J.^ Drehkreisel. Deutsche Ausgabe, besorgt von A. Walzel. 
8. Auflage. Mit 62 Al l Idungen und 1 Titelbild. [Till n. 180 8.] 
8. 1918. In Leinwand geb. JI 2.80. 

höhere Analysis für Ingenieure. Autor, deutsche Bearbeitung 

von R. Pricke und Fr. Süchting. 2., verbess. u. erweit. Auflage. 
Mit 106 Fig. [XII u. 464 S.] gr. 8. 1910. In Leinw. geb. Jt 13.— 

Fookels^ Fr., Lehrbuch der Kristalloptik. Mit 168 Figuren und 
6 Doppeltafeln. [X u. 619 8.] gr. 8. 1906. In Leinw. geb. Jt lO.— 

Foineard« "SL^ sechs Vorträge fiber ausgewählte Gegenstände 
aus der reinen Mathematik und mathematischen Pbyaik. 
Mit G Figuren. [IV u. 60 S.j gr, 8. 1910. üeh. JL 1.80, in Lein- 
wand geb. M 2.40. 

Schuster, A., Einführung in die theoretische Optik. Autorisierte 
deutsche Aasgabe übersetst von H. Konen Mit 2 Tafeln und 
185 Figuren. [XIV u. 418 8.] gr. 8. 1907. Geh. Jt 12.—, in Lein- 
wand geb. Ji 13. — 
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starke^ H.y experimentelle Elektrixitätslebre, verbunden mit 
einer Einführung in die Mazwellsche und die Elektronen- 
theorie der .Elektrisitftt und des Lichts. 8., auf Gnind der 
Fortschritte der Wissenschaft umgearbeitete Auflage. Mit 834 Ab- 
bildungen. [XYI u 662 S. ] gr. 8. 1910. In Uinw. geb. JC 12.— 

TMChenbuch für Mathematiker nnd Physiker. I. Jahrgang 1909/10. 
Unter Mitwirkunjr von Fr. Auerbach, 0. Knopf, H. Liebmann, 
£. Wölf fing u. u. ii er ausgegeben von F. Auerbach. Mit einem 
^ BUdniiLoid Kelvins. [XUV u. 460 8.] 8. 1909. In Leinw. geb. ^. 6— 

n. Jahrgang. 191 1/18. Unter Ifitwirlning von Fr. Auerbach, D. Hil- 

bert, H. Qreinacher, 6. Hessenberg, 0. Knopf, H. Liebmann, 
W. Lietzmann, K. Simons, O.Töplitz, A Wi e ff ri eh, W.Wien 
nnd B. Zievel. Mit einem Bildnis U. Minkowskis. [X. u. 667 S.J 
In Leinwand geb. ^fC T.— 

III. Jahrgang. 1913/14. Mit einem Bildnis Friedrich Kohl- 

rauBchs. [X n. 437 8.] 8. 1018. In Leinwand geb. JC 6.— 

Thomson, J. J., ElektriziifttB-Dnrchgang in Gasen. Deutsche 

autorisierte Ausgabe, unter Mitwirkang des Autors besorgt und er- 
gänzt von E. Marx. Mit 187 Figuren. [TO u. 687 S.] gr. 8. 1906, 

Geh. JC 18. — , in Leinwand geb. M 19 — 

Voigt, W., Magneto- und Elektrooptik. Mit 7ö Figuren. [XIV 

u. 39G S.J gr. 8. 1908. In Leinwand geb. M 14.— 

Yolkmann, F., Einführung in das Studium der theoretischen 
Physik, insbesondere In das der analytischen Mechanik. Hißt einer 
Einleitung in die Theorie der physikalischen Erkenntnis. 2., vorbess. 
u. vermehrte Auflage. fXVI n. 412 S.J gr. 8. 1918. Geh. 18.~, 

in Leinwand ^^eb. .Äl 14. — 

Webster y A. Q., the Dynamics of Particlcs, and of rii:id, 
elastic, and fluid Bodies, being Lectures on mathematical 
Phyaics. 2. Auflage. Mit sablreiehen Figuren. [XII n. 688 S.] gr. 8. 
1918. In Leinwand geb. JC 14. — 

WtUlner, A«| Lehrbuch der Experimentalphysik. In 4 Bänden. 
Mit über 1100 Abbildungen, Figuren und 4 lithographierten Tafeln. 

gr. 8. 189Ö/1907. Geheftet und in Leinwand geb. 

Bei glelehieltlgeM Benge aller 4 Binde ermäßigt lich der Oenaattpreie 
de« Werkes geh. aaf M. 82.—, !■ HaMfms aaf 40.<— 

Jo<lfir T?and ist auch elurnln kiinflieh: 

L Baud. Allgemeine Ph>«ik uud Aknitik. 6. Auflage bearbeitet von 
A. W minor and A. Uagenbach. Mit 333 Abbildungen mid Texi* 
figuren. [XIV n. 1058 ä.] ISWT. Geh. JL 16.~, geb. l8.-> 
XL — Die Lehre von der W&rme. 5. Auflage. IUI ISl AbbildmigieB und 
Textflgoreu. (XI n. 936 S.) 1896. Geh Ji IS.—, geb. MM — 

HL » Die Lehre vom Magnetiemni nnd Ton der Klektrieität mit 
elnor Einleitung: Grundzüge <i e r Lehre vom PotontiaL 
5. Auflage. Mit ä41 Abbildungen luid Textügnren. fXVu. 1415S] 1807. 
Geh. Ji 18 —, geb. UK 20.— 

lY. — Di« Lehre TOB dar Strahlaag. ft. Aiillaae. Mit SM ▲bhUdwieaw 
Taxtflgonii und 4 ttthographiaehm TsIUb. [XII u. lUt 8.) 1889. IMh. 
Jl 14.—» geb. 14.- 
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DIE KULTUR DER GEGENWART 

llire Bntwicklvng u. ihre Ziele. Herausgegebeii von Prof. Peel iUaaebeff 

Die «Kultur der Oegeawart" soll eine systematisch aufoebaute, geschichtlich begrQiMlele 
OetamtdaisleUang anserer heutigeii Knltur darbieten, indem sie die Fondamemalergebalne 
der einseinen KaltargcMdte nnen lirer Bedeutung rar die gesamte Kultar der Gegenwart 

and för deren Weiterentwicklung in großen ZOgen zur Darstellung bringt. Das Werk ver- 
einigt eine Zaiil erster Namen aus allen Gebieten der Wissenschaft und Praxis und bietet 
Daratelluii^en der einzelnen Gebiete jeweils aus der Feder des dazu Berufensten in ge* 
meiaverslAndUcher, künstlerisch gewählter Sprache auf knappstem Räume. 

Im Herbst 1913 wird eraoheinen ; 



Teil III, Abt III 
Band 1: 



Physik 



Unter Redaktion 
von E. Warburg« 
Charloltenbnrg. 



Uhallafib 
L Die NewttnNto ■§>!■■!>■ Von B. Wie- 

chert. 

Zur Frage des Luftwiderstandes unter Bdsug- 

nahme auf die Flugtechnik. 

II. Aksstilu Von F. A u e r b a c h. 



III. WlnM. 

I. Thermometrie. Von E. War bürg. 
2 Kalorimetrie. Von L. Holborn. 

3. Natur der Wärme, Thennodyoanik. Von 

F. Henning. 

4. Mechanische und thermische Eigenschaf- 
ten der Materie in den drei Aggrogat- 
zustanden. Von L. Holborn. 

5. Umwandlungspunkte, Erscheinungen bei 
koexistierenden Phasen, kritische Tem- 

eralur. Von L. Holborn. 
_ ie lemperaturausgteichenden Vorgänge : 
a)Strahhing. Von H. Rubens. b)War- 
meleitung. VonW. Jftger. 

7. Experimentelle Atomistik (kinetischeQas- 
theorie, ßrownsche Bewegungen usw.) 
Von E. Dorn, 

8. Theoretische Atomistik, insbesondere ki- 
netische Qastheorie. Von A. E i n s te i n. 

9. Strahlungslbeorie. Von W. Wien. 

IV. Elektrizitfit. 

1. Altere Entwicklung bis Coulomb. Von 
F. Richarz. [Von F. Richarz. 

2. Coulombs Oesetxe und darauf Fußendes. 

3. Entdeckungen Voltas Ms zun Ohntchen 
Gesetz einschl. Von F. Richtri. 

4. Entdeckungen von Oersted und Ampere. 
Von F. Richarz. 

5. Die Entdeckungen und Anschauungen 
Faradays. Von F. Richarz. 

a) Dielektrizitat, b) Elektrolyse, c) Das 
elekiromagnetische Feld und die Induk- 
tion, Methode der Krafllinien. 

6. Die Entdeckungen von Maxwell und 
Hertz, experimentell. Von E. Lecher. 

7. Die Maxwellsche Theorie und die Elelc- 
Ironentheorie. Von H. A. Lorentz. 

8. Magnetooptik. Von P. Zeeman. 

9. Altere und neuere Theorien des Magne- 
tismus. Von R. Gans. 

10. Die Energie degradierenden Vorgänge im 
dekironagnet. PeM. Von B.Qumrich. 



ersieht: 

11. Die drahtlose Telegraphie. VonF.ßraun. 

12. Ober die Schwingungen gekoppelter Sy- 
steme. Von M. Wien. 

13. Elektrisches Uilangsvennflgen. Von H. 
Starke. 

a) metalliscfaes, b) elektrolytisches, c)der 

Gase. 

14. Elektrische Konveklionsstrahlen. 

a) Kathodenslrahlen. Von W. Kauf- 
mann. 

1. Allere beschreibende Richtung 
(Hillorff, Goldstein usw. 

2. Neuere Richturii^', fußend aaf^oM- 
titativen Bestimmungen. 

b) Positive Strahlen. Von&Qehrek«, 
0. Reichenheim. 

15. Röntgenstrahlen. Von W. Kaufmann. 
16 Radioaktivität. Von J. Elster u. H. G ei- 
tel, E. V. Schweidler, St. Meyer. 

V. Ostlk. 

1. Neuere Forlschritte der geometrischen 
Optik (Abbe). Von 0. Lummer. 

2. Entwicklung der Wellenlahre des Lidita. 
Von 0. Wiener. 

3. Spektralanalyse. VoaF. Bxner. 

a) Altere Entwicklung, ansgehend von 
Kirehholf und Bunsen. 

b) Neuere Entwicklung, ausgehend von 
der Klassifikation der Linien, Frage 
der Emissionszentren. 

c) Struktur der Speklrailinien. Von E. 
Qehrke. 

VI. Allgemeine Theorien und Qetlohtspunkte. 

1. Ober das Verhältnis der Präzisionsmes- 
sungen zu den allgemeinen Zielen der 

Physik. Von E. Warburg. 

2. Prinzip der Erhaltung der Energie und 
der Vermehrung der Lntropie, «ngewandt^ 
auf die verschiedenen üebiete der Physik.' 
Von F. Hasenöhrl. 

3. Prinzip der kleinsten Wirkgung. Von M. 
Planck. 

4. Die Relativitätstheorie. Von A.Einstein. 

5. Phänomenologische u. atomistische Be- 
trachtungsweise. Von W.Voigt. 

6. Verhältnis der Theorien zueinander. Von 
M. Planek. 
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B. G. TEUBNERS HANDBÜCHER 
FÜR HANDEL UND GEWERBE 

HEEAUSOEOEBEN VON 

DB. VAN DER BORGHT DB. SCIITJMACUER Du. STEGEMANN 

KAiterlioh«m PrMidflnt ft. D. Prof. a. d. Univen. Bonn Q«h. Bog.-IUt i. Br«an«oltw0ig 

Die Handbücher sollen in erster Linie dem Kaufmann und Indu- 
striellen ein ! etes Hilfsmittel bieten, sich rasch ein wohlbegTiIi 
Wissen auf den ' n der V ■ la- und der I ' ' ' ^ ' ' 

Wirtschaft und ' - '^cl■ w üLschaftsgeognu-i,. ici u ülsl ..ü 

geschichte zu t , , die erhöhten Anfordt . n des moden . 

Wirtschaftslebens erfordern. Aber auch allen Volkswirtschaftlem und 
Politikern sowie den Verwaltungs- und Steuerbehörden wird die Sammlung 
willkommen sein, da sie in ihr die so oft nOti^en zuverlässigen Nach- 
schlagewerke über die verschiedenen kaufiniiunischen und industriellen 
Fragen finden werden. 

Die Bilapzen der priraten Uiiternelimmigen. ^'"JiSl/pi^ow!" 

(iah Jf K JO, In Leinwand geb. «.— 

Da« vorliegend« Bnch will allen denjenigen, die Bich aiu gc^eh&fUichcn oder 
\^iiiiuuhcUafÜichon ürtLnden mit den Bilansen getebftftlicher Unternebmangen befasMU, 
eine Einfahmng in dleaea kompliaierte Oebiet geben nnd lie an TerttAndniavoUer LoktOre 
der Bilanaen anleiten. . . . Auf streng wiatenichaftUoher Grundlage und umfattender Ver- 
wertung der vor!io(TOTi.lon d^^atachen nnd anal&ndlschen BUanxUteratur beruhend, ist es in 
allen seinen '1 n, daß es keine speziellen Kenntniase roraussotst. Besondert r 

Wert ist darai.; c, . ,,>., o;.; AnaohanUchkeit der Daratvllung dadurch au erhöhen. i > r- 
ftll Beispiele aua der Praxia des Bilonzweeens angeführt sind. Der Text ist (i i 
gegliedert.. . .Alles in aUom ein trofiOiches Bucht" (Centralblatt f. d. Zuckerindustrie.) 

Anlage toii Fabriken. I°VÄrCoru"„-gÄ'Ä 'a^Ä 

Üith. Kegierungsrat lit. U. StegeBABB. Mit S74 Abbildungen und PUnen und 6 Tafeln. 
Geh Jf 19.—, geb. M 18 80. 

Die Gesichtspunkte, unter denen der Uberaus reiclihalUge und stellenweise 

sciLr scuwierige Stoff vorgetragen ist, entsprechen in jeder Weise den modernen Anforde- 
rungen an eine Fabrikanlage, d. h. es sind neben einer gcwisHcn FormeniohOuheit in erster 
länie doch immor die Zweokm&Bigkeit, die hygienischen Bedürfnisse und das Küulicbkeita- 
prinxlp berücksichtigt worden." (IHelallrühreB-Industrie.) 

TlAfriAh VAn VflhHIfAil VonGeh. Finanzrat Dr. F.W. B. Zimmermann, Fabrik- 
JieirieO YOn raPriKen. ^i^^tor A. Johanning, Stadtrat II. f. Fraukenh« rg u 
Ueh.-Beg.-Kat. Dr. U. St«>gemanu. Mit 3 Abb. u. sahlr. Formularen. Geh. M 8.—, geb. . U 8.G0 
„Das Bnch bietet eine Falle von Anregung nnd Belehrung und dürfte insbesondere 
für : üiachen und kaufmännischeu Persönlichkeiten wegen der umfassenden 

Üi empfehlen sein." (Klektrotechnisclie ZelUehrlfl.) 

Eiufiihrnng in die Elektrotechulk. Ä?XuS;^rv';:E?Bi.TH: 

Mit 145 Abl.ilduiigeii. lieh. .« 11.20, geb. ,H 12.— 

.... Sowohl dem kanfm&nuiseh gebUdeten Industriellen wie dem Ingenieur, der 
ciitoit überblick zu erwerben wünscht, wird das Buch eine brauchbare Handhabe daau 
bieten. Der Stoff wird so vortrefflich bebandelt, daS der Leser eine klare Yoratellung Ton den 
Grundbedingungen und Schwierigkeiten erhält." (Praktischer MaichInen<Konatrukteur.) 

Die Eisenindustrie. Jon Professor Oskar Simmersbach. Mit 0> Abbildungen. 
_ Geh. M 7.5iu, geb. Jt 8. — 

„ . .Der Verfasser hat es mit großem Geschick vorstanden, Oberall nur das Wc' 
liehe zu bringen, der technische Teil ist knapp und klar geschrieben, in dem wirtsclu..-.:- 
lichen Teil sind die stittistiachen Angaben sorgfältig so ausgew&hlt und zusammengestellt, 
daß sie, ohne an ermüden, doch ein möglichst rollst&ndiges BUd geben. Seinen Haupt- 
wert wird das Buch wegen der vielen Zahlenangaben als Kachsohlagewerk im täglichen 
Betrieb haben." (Zeitschrift dea Yerelni deaticher IngeBleare.) 
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Mltmi^LUC AllU^^>i^A^3. RelduiMnt dea Innern Unter Mit wirk u,>!^ 

Ton Dr. phil. Fr. Beunlij:80u. Geh. M 11,20, geb. M 11.— 

„. . . Das vorliegende Handbuch verfolgt handelspolitische und wirUdiaftlicho 
Zwecke und wfinaoht dem Kaufmann wie tlborhaupt dem im Dienete der chemischen In- 
dustrie und des Ohemikalienhandels Stehenden ein Leitfaden durch das wirtschaftliche 
Leben seiner IndusMe nnd ilirer Produkte sn sein. So gewinnt man ein aus zahllosen 
Strichen xusammengesetstes Bild von der Bedeutung der chemischen Weltlnduetrio wie 
von dir 1' <' ' iTig unseres eigenen Vaterlandes an derselben und sieht mit Staunen 

wie kl- nu9 den Bchachtemsten Anfängen dieser stolze, weltbeherrsohende 

emporgestlegeu ist. In dem Werke steckt pine ungeheure Arbeit, und es wird nameu' 
auch als viel konsultiertes Nadischlai^cbuch all. n Tntorosacntcn von grofiem "Werte i. . • 
von vielfältigem Nutzen sein (Deotiehe Literatarseltung.) 

Cbftiiiische Teclmologie. ,^;r- MitiseAbbUd. oeh.^s.-, 

„. . . An der Bearbeitung des Stoffes ist nichts auszusetzen, sie entspricht dem 
neuesten Staudpunkte der Technik. . . . Das Werk wird nicht nur dem Jungen Kaufmann 
ein brauchbarer Führer in das weite nnd labyrlntbische Gebiet sein, sondern auch mit 
Nutzen von Jedem gelesen worden, der sich mit dem neuesten Stande der chemischen In- 
dustrie, Ihren Bestrebungen, Zielen und Mitteln bekannt machen will." 

(Technische Unndscha« dea Berliner Tageblattei.) 

7np1;Arini1iiaf riA ^on Dr. n. Claasien, Dr. W. Barts nnd 0. Pilet. Mit 
nie /jUCKermUHSLrie. ^^j^^^ ^ 7.40, geb. M 7. so. L Teil: Die Zucker^ 

fabrlkatlOB. Von Dr. II. Claassen und Dr.W. Bartz. Mit 79 Abb. Geh. JC 5.60, geb. M 6. 
IL TeU: Der Znckerhandel. Von 0. Pllet. Geb. M 1.80, geb. M S.SO. 

„. . .Was Dr. Bartx' Work vor violon anderen auszeichnet, ist der Umstand,/ 
Verfasser über reiche persönliche Erfahrungen atif dem Gebiete verfügt, die er 
haltlos und mit peinlich gewissenhafter Abwägung der Bedeutung seiner Wort' 
Es ist sicherl ' - ' t mühevolle Aufgabe gewesen, ein solches 

praktisch auf . fo der Vollkommenheit stehendes Buch aus 

schreiben." (Zeltschrift dea Vereins der Deatsohen 

Die Znckerprodnktion der Welt. IZM^rlügt^^ 

„ . . . Paasohes Werk ist ein trefTlichor Führer durch diesen Komr' 
kann viullcicht nicht immer geteilt werden. Seine Ansführungr 
urtorung auf ein vrHrdiges Niveau, auf dem mit tiefer Sachkcnn' 
wird. Was das bedeutet, das wciB nur der recht su vrürdir 
Interessenten gezftnk getan hat." (Kritische Blatter f. d. f 

Tersicheriingswcsen. ^:rJ,;°5;v;'.g^.'- ^ 

„Das Buch ist des höchsten Beifalls würdi 
fassender Weise ein bisher vernachlässigtes Geb* 
wie interessantes Lehrbuch für die des Yetf 
Aber auch der Kundige vdrd aus di ' v:. r^' 
Anregung schöpfen, und swar nicL. 
liehen Kiubliuk in die englischen nty 
auch weil der Verfasser viele neue, b' 
Vorsicherungswesens aufdeckt." I' 
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